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Prezenta lucrare formează volumul al doilea al cursu- 
lui de Mecanică rațională, pe care l-am predat la Facul- 
tatea de Științe a Universităţii din Chuj. L-am “întitulat: 
Dinamica, dar cititorul va vedea că el coprinde și tot ce 
se referă la echilibrul solidelor şi sistemelor materiale, cu 
alte cuvinte coprinde și întreaga Statică. 

Ca și pentru volumul de Cinematică, am căutat să dau 
redactării Dinamicei cât mai multă preciziune şi claritate, 
pentru ca tinerii cititori, cărora mă adresez, să aibe sa- 
tisfacţia de a înţelege tot ce vor citi, fără greutate și fără 
opriri care să le consume timpul în mod inutil. Dacă voi 
fi izbutit, aceasta va fi spre cea mai mare mulțumire a 
mea, căci numai pentru a fi folositor tineretului am luat 
osteneala de a scrie aceste cărți. 


Ultima parte a volumului de față” tratează despre 
Mişcarea proectilului în jurul centrului său de greutate. 
Aceasta ca aplicaţiune la un caz concret a teoriei mișcării 
unui solid în jurul unui punct fix, desvoltată întrun ca- 


pitol anterior. 
Despre mişcarea proectilului în jurul centrului său 


de greutate, pe timpul când proectilul se mişcă în aer. sa 


scris mult în Franța, Germania și Italia. Cu deosebire de 
interesant în această privință este Mémorial de VArtille- 
rie Francaise, tome VI, 3-e fascicule, din 1927, consacrat 
în întregime numai acestui subiect, pe care îl tratează pe 
rând şi independent unul de altul, mai mulți autori spe- 
cialiști 1), 


Primele şi cele mai importante lucrări asupra teoriei 
mişcării proectilului în jurul centrului său de greutate 
sunt însă acelea datorite lui M. de Sparre, la care se referă 
tofi autorii din urmă. Dela 1875 când era Locotenent de 
Artilerie şi până în 1924, M. de Sparre, printr'o serie de 
Memorii apărute atât în Memorial de L Artillerie de Ma- 
rine cât și în diferite Buletine ale Societăților savante, a 
desvoltat în adevăr această teorie așa cum nu făcuse nimeni 
înaintea sa, ajungând să lămurească mișcarea axului pro- 
ectilului -şi să determine influența asupra acestei mișcări 
a numeroase cauze de perturbări iniţiale sau de defecte de 
construcție a proectilului. 

Lucrările lui M. de Sparre, cu care am luat contact 
personal încă din anul 1899, îmi sunt familiare şi le-am 
citat necontenit în cartea mea de Balistică Exterioară, 
din acel an. Studiul asupra mișcării proectilului în jurul 
centrului său de greutate, din volumul de față, se bazează 
atât pe lucrările lui M. de Sparre publicate până în 1924, 
cât şi pe alte lucrări din ultimul timp printre care acelea 
ale Profesorului Esclangon și ale Lt.-Colonelului Dufré- 
nois, Profesor la Școala Superioară technică a Artileriei 
dela Paris. Cum nimeni dela noi din țară n'a tratat acea- 
stă grea chestiune înaintea mea, nădăjduesc că prin lu- 
crarea ce prezint, în forma precisă și clară pe care i-am 
dat-o, voi aduce un real serviciu tineretului, punându-l 
în curent cu una din cele mai interesante aplicațiuni ale 
teoriilor de Mecanică raţională, chiar în coprinsul unui 
Curs de această specialitate. 


1) Charbonnier, Esclangon, Burzio, Sugot, Cranz şi Schmundt. 
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In coprinsul cărții mă ocup de altfel incidental şi 
de alte câteva chestiuni imporlante do artilerie, cum sunt 
acelea privind particularitățile curbei balistice, deviația 
proectilelor din cauza învârtirii pământului şi percuţiile 
tunurilor la trageri, care au vapori cu construcția afetelor 
şi a frânelor de tunuri, reamintinul procctul meu pentru 
construcția afetului destinat ţevilor de tunuri de 150 "fn 
scoase din forturile cetăţii Bucureşti, precum și calculele 
mele referitoare la construcția frânei de tragere a tunului 
antiaerian de 57 "|m cu tragere repede, care poartă nu- 
mele meu, 

Am profitat în sfârşit de această ocazie, pentru a 
da publicității rezultatele obținute la tragerea de expe- 
riență din 25. IV. 1940 cu un proectil de 75 "|m tip Fran- 
cez din serviciul armatei noastre, căruia adăogându-i peste 
ogivă o coafà de un profil special calculat de mine, i s'a 
putut mări bătaia cu 22%, ceea ce părea de necrezut, 

Am stabilit astfel, împotriva celor susținute de mulți 
eminenți balisticieni 1), că: Bătaia unui proectil depinde 
foarte mult de profilul ogivei sale, care trebue studiat 
cu îngrijire. 

Și la această concluzie am ajuns nu în anul 1940 când 
a avut loc tragerea de experiență dela poligonul Sudiţi, 
dar încă din anul 1951 căci atunci am cerut eu Ministe- 
rului de Război, printr'un raport cu data de 26 Ianuarie, 
ca să aprobe executarea coafelor mele, potrivit desenurilor 
ce am înaintat şi experimentarea lor la trageri, raport care 
se termina prin următoarea frază categorică: „Acesta fiind 
rezultatul general al studiului meu, am onoarea a vă pro- 
pune să binevoiți a-mi da posibilitatea să verific prin 
trageri rezultatele la care mau condus studiile teoretice, 
în credinţa pe care o am că voi izbuti a mări toate bà- | 
tăile proectilelor noastre cu cel puțin 20%. 

Și experiența a confirmat teoria. ` 


1) Cranz şi Balistica sa Extevioară, Revista Artileriei, Oct, 1939. 


a et 


Inchei această prefaţă mulțumind călduros d-lor: 

D. Pompeiu, Profesor Universitar şi membru al Aca- 
demiei Române; 

C. Popovici, Profesor Universitar și Directorul Ob- 
servatorului Astronomie din București; 

V. Vâlcovici, Profesorul cursului de Mecanică la Fa- 
cultatea de Științe din București şi Directorul Institutului 
Aerodinamic; ` 

care au binevoit a onora cartea mea cu câte una 
din lucrările d-lor. personale, pe câre le public la sfârșit, 
sub formă de Note. 
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PARTEA I. 


MIŞCAREA ŞI ECHILIBRUL UNUI 
__PUNCT MATERIAL. 


I. INTRODUCERE. 
I. PRINCIPII FUNDAMENTALE. 


1. Axe fixe. Cinematica studiază, după cum s'a văzut, 
mişcarea sistemelor geometrice. Teoremele ei au caracterul 
adevărurilor absolute şi sistemele de axe la care se raportează 
mişcările pot fi alese în mod arbitrar. 

Dinamica se ocupă cu mişcarea sistemelor materiale, a 
căror molecule iau numele de puncte materiale. Aşa dar, punctul 
material este o porţiune de materie de dimensiuni neglijabile, 
şi ca atare, poziţia lui faţă de un sistem de axe cordonate se 
raportează întocmai ca şi aceea a unui punct geometric. 

Cum în natură materiile prezintă o varietate infinită, 
punctele materiale vor fi şi ele diferite, după sistemul sau cor- 
pul din care fac parte. 

Dinamica se bazează pe câteva principii fundamentale, 
deduse din observarea mişcării corpurilor din natură, unele față 
de altele, însă aceste principii nu sunt riguros adevărate decât 
în mișcările absolute raportate la sistemul de axe având ca 
origină centrul de greutate al sistemului solar și axele îndrep- 
tate spre 3 stele fixe ale boltei cereşti. Centrul de greutate al 
sistemului solar coincide de altfel, în mod aproximativ, cu cen- 
trul soarelui. Sistemul de axe astfel definit, este considerat ca 
un sistem absolut fix, pentru orice mișcare. din interiorul siste- 
mului solar, asupra căruia, stelele, din cauza enormei depărtări 
la care se găsesc, se admite că nu au nici o influență sensibilă. 
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2. Principii fundamentale. Principiul /-iu: Un punct material, 
care ar exista singur în spațiu, n'ar putea dobândi nici-o accele- 
rație. 

Principiul acesta cunoscut sub numele de „principiul iner- 
ției”, mai poate fi enunțat şi astfel: Un punct material izolat, 
nu-şi poate modifica singur starea lui de repaus, sau mărimea, 
direcţia şi sensul vitezei de care ar fi animat, aşa că față de 
sistemul fix de axe, mişcarea lui n'ar putea fi decât nulă sau 
reetilină şi uniformă. 

Principiul al Il-a: Două puncte materiale izolate, animate de 
viteze oarecare, determină, unul asupra celuilalt, acceleraţiuni în- 
dreptate pe dreapta care le unește și de sensuri contrarii. 

Acest principiu trebueşte înţeles astfel: Orice punct material 
A, exercită o influență asupra mişcării unui alt punct material 
B şi invers, influenţă care se traduce prin dobândirea, acelera- 
țiilor w, şi wg îndreptate pe dreapta AB, în sensuri contrarii. 


v 4 
sie E e SE w. A eniin B 
Va v 
Fig. 1 Fig. 2 


Principiul al III-a; Raportul valorilor numerice ale accelera- 
fiilor, ce determină două puncte materiale unul asupra celuilalt, este 
constant. ; 

Aceelerațiile pe care două puncte materiale A şi B le 

-determină unul asupra celuilalt pot fi datorite atracțiunei uni- 
versale, electrizărei punctelor A şi B, presiunei mutuale a acestor 
puncte, ete. a 

Principiul trebue înţeles în sensul că oricare ar fi con- 


$ Wp i 
diţiile fizice care produc accelerația, raportul da pentru cele 


două puncte considerate A şi B, rămâne întotdeauna acelaşi, 
cu toate că accelerațiile wp şi w, pot varia odată cu condițiile 
fizice ce le dau naștere, 


ÎI 
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N i : WR wg MA 
Aşa dar — = Const., sau ceea ce este tot una: — = — 
wA w m 

A B 

in care m, va reprezenta un număr ales în mod arbitrar, iar mp un 
număr: determinat, depinzând numai de natura punctelor A și B. 
Dacă punem în prezența punctului A, nu punctul B, ci un 

alt punct material ©, vom avea deasemenea, oricare ar fi 


w m 
x R .. ANA . v 
valorile acceleraţiilor: = „_ în care m, va fi numărul ales 
A c 
la început, iar mo un număr caracterizând natura cuplului de 


puncte A şi C. 
Pentru alte puncte D, E, F, etc., puse în prezența lui A 

se vor obține alți numitori mp, Mpy... Mg ,-.. așa că în gene- 
10 m 

ral vom putea serie -$ = 4 
Wa mg 

număr, iar mg numărul corespunzător indicelui x din şirul: 

Ma, Mpy Mgr: Mgr- 


„în care m, va fi cel dintâi 


Complectarea principiului al III-a: Raportul acceleraţiilor pe 
care două puncte P și Q le determină unul asupra celuilalt, este egal 
cu raportul dintre acceleraţia punctului P şi aceia a unui alt punct 
oarecare, spre exemplu punctul A, puse în prezență, divizat prin ra- 
portul dintre acceleraţia punctului Q și acceleraţia aceluiaşi punct A. 

Aceasta revine a zice că raportul acceleraţiilor wp Şi wo 

A : TUNS SORVA ; 
este egal cu câtul dintre rapoartele—= şi ~=, adică avem 
Mp mo 


Wp MQ 
wo me- 
Ca urmare imediată, tabloul numerilor 


N 


Ma, Mpy Mgs... Res 


ne permite de a calcula raportul accelerațiilor a două puncte 
materiale oarecare. Acest raport este egal cu inversul raportului 
numerilor m care corespund în tablou punctelor considerate. 

Putem remarca analogia dintre proprietățile acestui tablou 
şi acelea ale tabloului echiyalenților chimici. 


Definiţiune. Numerii my, Mp: mos: + se numese massele 
punctelor A, B, ©,... Valoarea uneia dintre ele, spre exemplu 
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may poate fi aleasă în mod arbitrar, însă această valoare odată 
aleasă, toate celelalte devin bine determinate. 


Principia? al IV-a: Intr'un sistem constituit din mai multe puncte 
materiale, acceleraţia unuia 'dintre ele, M, se obține făcând suma 
geometrică a eccelerațiilon ce ar determina asupra lui M. fiecare 
în parte din celelalte puncte, potrivit principiului al II-a. 


Observațiune. Principiile de mai sus nu sunt riguros adevă- 
rate decât în mişcările absolute raportate la sistemul de axe fixe 
despre care am vorbit. In Astronomie, acest sistem se impune 
dela sine, însă pentru mişcările de pe pământ, se ia ca sistem 
de rehrinţă un sistem de axe invariabil legat pământului. Pro- 
dad astfel, neglijim efectul deplasării centrului pământese 
cam şi efectul rotației terestre, însă eroarea care rezultă este în 
marea majoritate a cazurilor neglijabilă, după cum vom dovedi 
mai târzia. - 

3. introducerea noțiunii de forță. Cuvântul de forță nu 
întră în principiile de mai sus și am putea să ne lipsim de el. 
Este totuşi avantajos, din punct de vedere al prescurtărilor, de 
a face conrenţiunea următoare: i 

Când un punct M de massă m, pus în prezenţa unuia sau 
mai multor puncte materiale, dobândeşte din acest fapt o acce- 
lerație w, vom zice că M se găseşte supus din partea celorlalte 
puncte materiale la o forță, reprezentată printr'un vector MF 
având ca origină punctul M, ca direcţie şi sens direcția şi sensul 
vectorului Mw al accelerației şi ca mărime, sau intensitate, pro- 
dactul mw al massei punctului cu mărimea accelerației. 


ME e ai 
Fig. 3 


tr 


Aşa dar F=mw în mărime, direcție şi sens, À i 
„Noţiunea de forță intervine deci ca o noțiune derivată, iar 
nu ca o noțiune primă. 
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4. Compunerea forțelor, Principiul al IV-a ne dă imediat 
regula compunerii forţelor, Un punct M, lucrând singur asupra 
lui M îi dă acestuia o accele- 
raţie ww; el produce deci asu- 
pra lui M o forţă definită prin 
egalitatea 

F = mw. 
Un alt punet M, lucrând sin- 
gur, produce asupra lui M, în 
aceleaşi condiții de poziție şi 
de viteză, o fortă F,=mw, și așa mai departe, până la F,=mw, 
datorită acţiunii punctului M, 

Când toate punctele M,, M,,... M,, lucrează deodată 
asupra lui M, în aceiaşi stare a acestui punct, ca poziţie şi 
viteză, ele îi dau, potrivit principiului al IV-a, o accelerație 


Fig. 4 


(w) = (w1) + (Ww) + -F Wp) 
din care rezultă, prin înmulțire cu m, 


mw) = (mw) + (mw) +... + (mu) : 


Această egalitate arată, că dacă punem F = mw, forţa F 
este suma geometrică a forțelor 


F, = mu, E= mw, ... En = Mu - 


Forţa F este zisă rezultantă. Putem, după cum se vede, 
să aplicăm compunerii şi descompunerii forțelor care lucrează 
asupra unui același punct, tot ceea ce ştim asupra compunerii 
şi descompunerii vectoarelor concurente. 


5. Principiul egalității între acţiune şi reacțiune. Princi- 
piile fundamentale ale Dinamicei, sunt datorite în esenţa lor 
lui Galileu și lui Newton, care au introdus însă în enunţarea 
lor noţiunea de forţă ca o noţiune primă. Forma sub care le-am 
prezentat noi, datează nuniai de vre-o câţiva ani şi a fost ìn- 
spirată de lucrările lui Kirchhof şi Mach, 

Newton a enunțat, sub numele de principiul egalității în- 
tre acțiune gi reacțiune, legea următoare: 
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mDacă un punct A este solicitat de o forță F, datorită pre- 
zenței unui alt punct B, această forță este îndreptată pe dreapta 


AB și punctul B este supus din partea lui A la o forță F' egală 
și direct opusă lui P“, 


E A B F' A F F B 
Se n. x s 
Fig. 5 Fig. 6 


Newton a exprimat acest fapt zicând că reacţiunea, este 
egală sù direct opusă acțiunei. Principiul lui Newton este însă 
coprins, în mod implicit, în principiile fundamentale de mai sus. 

Fie în adevăr două puncte materiale A şi B de masse m 
şi m’, care lucrează unul asupra celuilalt. Potrivit principiilor 
fundamentale, acceleraţiile w şi w" ale acestor puncte sunt în- 
dreptate pe AB în sensuri contrarii şi verifică egalitatea, 


wm! 
II = sau mw = mul. 
Forţele P= mw şi FE! = mw, aplicate în punctele A 


şi B, sunt deci îndreptate pe AB, de sensuri contrarii şi de 
aceiaşi intensitate. Ori, aceasta este tocmai legea lui Newton. 

Principiul egalităţii acţiunii şi reacţiunii se aplică imediat 
şi la acţiunile mutuale a două sisteme de puncte © şi S, sub 
forma următoare: 


Dacă punctele sistemului S exercită asupra acelora din 
sistemul S! anumite forțe, invers, punctele sistemului S' exercită 
asupra acelora din S acţiuni reprezentate prin forțe egale și 
direct opuse celor dintâi. 

“Astfel când un cal trage o trăsură, acţiunile şleaurilor 
asupra trăsurei sunt în tot momentul egale şi direct opuse 
acelora ale trăsurei asupra șleaurilor. Când învârtim o piatră 
ținută în mână, acţiunea mânii asupra pietrii este egală şi direct 
opusă reacţiunii pietrii asupra mânii. Forţa cu care pământul 
atrage luna, este egală și direct opusă aceleia cu care luna 
atrage pământul, ete, - 


ll e 


Notă. Fie sub torma modernă, fie sub forma ce le-a dat 
Galileu şi Newton, principiile fundamentale ale Dinamicei nu 
pot fi verificate cu preciziune matematică prin experienţă, Cea 
mai admirabilă probă a adevărului ce exprimă, o oferă însă 
calculele de Mecanică cerească, referitoare la mișcările planetelor 


din sistemul solar, care conduc la rezultate în cea mai perfectă 
concordanță cu observările astronomice. 


6. Asupra deviaţiunei. Fie M un punct material de massă 
m, animat în momentul t de viteza v şi w acceleraţia pe care 
o dă lui M un sistem de puncte materiale. Forța corespunzătoare 
acestei acceleraţii este F = mw. 

Fie M’ poziţia lui M după 
timpul dt. Se ştie că dacă luăm 
M M" = v.dt atunci valoarea prin- 
cipală a segmentului -M”M', zisă 


deviațtiune, are ca expresie M"M' = 
1% dt? direcția deviaţiunei fiind 


Fig. 7 


aceea a accelerației 1.1) 

Ori aceasta este expresia spaţiului pe care l-ar parcurge 
punctul M în timpul dt, plecând din repaus, dacă accelerația 
w, şi deci forța F, ar rămâne constantă în acest interval de 
timp. Pe de altă parte, lungimea MM! = vdt, reprezintă spaţiul 
pe care l-ar parcurge punctul M dacă ar exista singur în spaţiu. 

Putem deci zice că efectul forței, F considerată ca con- 
stantă, în timpul dt, este acela de a deplasa punctul M, din 
mișcarea sa rectilină și uniformă de pe tangentă, de cantitatea 
M'M' egală cu deviaţiunea. i 

Inţelegem acum, motivul denumirei de deviaţiune ce sa 
dat segmentului M” M'. 


să S 1er 2 
Notă, Să observăm că deviaţiunea fiind egală cuṣ W dt” este un 


infinit mie de ordinul al doilea, pe când deplasarea elementară 


zi 


MM! de pe tangentă este un infinit mic de ordinul întâi. In 


1) Cinematica, pag. 61. 


intervalul de timp di, o 
este prin umare mult 


punotul M, 


lectul forţei asupra deplasării punetului 


mai mie decât acela datorit vitezei din 


II, DETERMINAREA VALORII NUMERICE A MASSELOR ȘI A 
FORȚELOR, DESPRE OMOGENITATE ȘI SIMILITUDINE MECANICĂ 


1. Eohilibru, Sa presupunem că un punct material M este 


supus influenţii unui sistem de mai multe alte puncte materiale, 
caro îi comunică astfel de acceleraţii încât suma, geometrică a 
Acestora, este nulă. În asemenea, condiţii punctul îşi 
mai departe starea lui de repaus sau de mişcare rectilină şi uni- 
formă, Forţele corespunzătoare acceleraţiilor vor avea şi ele o 
sumă, geometrică tot nulă şi se va, zice că ele îşi fac echilibru. 


va păstra 


2. Greutate şi atracțiune terestră. Experienţa, dovedeşte că, 
un punct material abandonat în vid, dela înălțimi mici și fără 
viteză, inițială, ia în căderea lui, faţă de pământ, o mișcare 

M rectilină, uniform variată, Direcţia căderii ne 
dă ceea ce numim verticala locului. Dacă, în- 
semnăm prin m massa punctului şi prin g 


P valoarea accelerației, forța care produce 
mişcarea este p=mg şi i se dă numele de 
greutate. 

Fig. 8 


Dacă punctul, în loe de a fi lăsat să cadă, este ţinut de 
un fir vertical, el stă în repaus relativ. Mişcarea lui se gă- 
seşte împedecată de tracţiunea, firului, care potrivit principiului 
acțiunii şi reacţiunii este egală cu forţa care în căderea liberă 
dă punctului acceleraţia g. Greutatea este deci o forță egală 
și direct opusă acestei tracțiuni. 


In presupunerea că pământul ar sta nemișcat, punetul 
material susţinut de fir ar fi în echilibru sub acțiunea trac- 
țiunii firului și a atracțiunii terestre datorită substanţii pă- 
mântului. Această atracţiune ar fi deci egală cu greutatea 
punctului. 


BEA ne 


Mişcarea pământului dă însă punctului o mişcare ce 
nefiind rectilină şi uniformă se execută cu o acceleraţie 
care nu este nulă, In consecință, cele două forțe care lucrează 
asupra punctului, adică tracţiunea firului și atracțiunea terestră, 
nu-şi fac echilibru, aşa că în realitate greutatea diferă de 
atracțiune. Diferenţa este însă foărte mică şi. poate fi neglijată. 
Vom vedea în adevăr mai târziu că un punct material, căzând 
în vid dela o mică înălțime, ia în raport cu pământul aceiași 
mişcare ca şi cum pământul ar sta nemişeat și punctul ar fi so- 
licitat de greutatea sa. 


Greutatea este o forță susceptibilă de măsurătoare şi acea- 
sta prin măsurarea alungirei pe care o ia un fir spiral sub 
acţiunea ei. 


3. Cele trei unități fundamentale. In Geometrie se între- 
buinţează o singură unitate fundamentală, unitatea de lungime; 
din care derivă unităţile de suprafaţă şi de volum. 


In Cinematică, ne servim de două unităţi fundamentale: 


unitatea de lungime şi unitatea de timp, din care se dedue uni- 


tăţile întrebuințate pentru măsurarea vitezelor şi accelera- 
țiilor. 

In sfârşit în Dinamică, pe lângă unitatea. de lungime şi 
unitatea de timp, avem nevoe de oa treia care poate fi ori uni- 
tatea de massă, ori unitatea de forță. Deci două sisteme diferite 
de unităţi. In cel dintâi, unitatea de forţă derivă din unitatea 
de massă, pe când în:cel de al doilea unitatea de massă derivă 
din unitatea aleasă pentru forță. 


Primul sistem. Unitate de massă. In acest sistem se preci- 
zează mai întâi valoarea numerică a masselor. Acestea se pot 
determina cu o balanță, graţie faptului dovedit de experienţă că 
într'un acelaşi loc al pământului, toate punctele materiale execu- 
tă căderea lor cu aceiaşi acceleraţie şi au deci massele propor- 
tionale greutăților, potrivit formulei p = mg în care g este ace- 
lași ori care ar fi punctul sau corpul material considerat. 

„Faptul în chestiune nu poate fi stabilit prin aplicaţia 
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principiilor fundamentale, căci nici unul din aceste principii nu 
conduce la el. De altfel, nu constatăšın noi, spre, exemplu, că 
ferul care este mai uşor decât platina este, mai puternic atras 
de un magnet, cu alte cuvinte că acceleraţia pe care o dă acţiunea 
magnetului asupra ferului este mai mare decât aceea pe care o 
dă aceiași acţiune asupra platinei, deși platina este mai grea? 

Tot astfel, atracţia pământului ar putea da ferului o acce- 
leraţie diferită decât aceia pe care o dă platinei. După cum am 
spus. însă, experiența: dovedeşte că formula p = mg se aplică, 
într'un acelaşi loe, tuturor punctelor materiale, ori care ar fi 
massele lor, luând pentru g aceiași valoare. In particular la 
Bucureşti, valoarea lui g este egală cu '9,805 metri pe secundă, 
Ea variază cu latitudinea locului şi“ cu altitudinea. La‘ Paris 
g = 9,808, $ . 

Massele fiind proporționale- greutăților, se vor compara 
între ele ca şi greutățile, Unitatea de massă poate fi aleasă în 
mod arbitrar. În sistemul zis ©. G. S, în care unitatea de lun- 
gime este centimetrul şi unitatea de timp secunda sexagesimală, 
se ia ca unitate de massă, massa unui c. m. c. de apă distilată, 
la temperatura de “| 4 grade Celsius, când densitatea apei este 
maximă. Această unitate este zisă gram-massă. Un corp mate- 
rial care pe o balanță ţine în echilibru m centimetri cubi de 
apă, va avea massă egală cu m. 

Dacă în formula generală F = mw, facem m= 1 şi w=l, 
valoarea, lui F devine egală cu 1. Deci în sistemul C. G. S. uni- 
tatea de forță zisă dină, este forța care lucrând asupra unui 
e, m. e. de apă îi. dă o acceleraţie egală cu 1 centimetru linear. 

Greutatea unui €.m.e. de apă corespunde, la ceeace numim 
gram. Rezultă, că la Bucureşti, greutatea-de un gram este egală 
cu 980,5 dine, căci această greutate comunică massei de 1 cm? 
de apă o acceleraţie egală cu 9,805 metri, adică, 980,5 cen- 
timetri. z ARN i ; i 
Al doilea, sistem. Unitate de forță. In aplicaţiunile Mecani- 
cei, cel mai utilizat dintre sisteme este sistemul zis M. K. S. 
în care unitatea de lungime este metrul, unitatea de timp se- 
cunda, iar unitatea de forţă 'kilogramul, adică greutatea, într’o 
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localitate, măsurată cu un resort spiral a unui decimetru cub 
de apă distilată, la temperatura + 40 Celsius. 

Acest sistem nu are invariabilitatea celui precedent deoa- 
rece greutatea unui d. m.c. de apă variază cu latitudinea loca- 
lităţii unde 'se face măsurătoarea. Astfel dacă suspendăm unui 
resort spiral vertical un decimetru cub de apă la Paris, resoztul 
se întinde ceva mai mult decât s'ar întinde la București sub 
acţiunea aceleiaşi cantităţi de apă. Se înţelege dar, că pentru o 
țară oarecare, unitatea de forţă va fi prin :convenţiune greuta- 
tea unui d. m.e. de apă -determinată într'o regiune centrală a 
țării “sau în capitala ei, căci nu se determină valoarea lui g 
în toate punctele ţării. 


In sistemul M.K.$. massa unui corp este mi i Dacă 


facem p, =g avem m = |. Deci unitatea de massă este massa 
unui corp a cărui greutate într'o localitate este exprimată prin 
acelaşi număr ca acceleraţia datorită greutăţii în aceea localitate. 
La, București, g fiind egal cu 9, 805 metri, unitatea de massă 
este massa unui corp de greutate egală cu 9,805 kilograme, 
adică massa a 9,805 decimetri cubi de apă. 


Notă; Din cele ce precedă rezultă că greutăţile, utilizate 
în comerţ la măsurătorile cu balanţa, nu sunt greutăți propriu 
zise, ci masse. Un litru de apă echilibrează în toate punctele 
globului pământese aceiași greutate, de 1 kg. de fer: ce-i corespunde. 


4. Măsurarea forțelor. Forţele se măsoară cu dinamome- 
trul adică eu un! resort spiral, legând una din extremităţile 
xesortului de un stâlp sau de o grindă fixă și făcând să acţio- 
neze forţa la cealaltă extremitate a resortului. Dacă gradăm 
întinderea resortului pentru greutăţi de 1, de 2 kg., ete. se în- 
țelege că un!” asemenea. resort ne va ia în kg. intensitatea 
oricărei forţe 1). 

Un dinamometru gradat la Paris, dă aceiaşi ndane şi 
la Bucureşti, pentru aceiaşi forță, însă nu şi pentru greutatea 
aceleiaşi masse, spre ex. pentru greutatea massei de 1 d.m. c. 


1) Jn mod“ dinamic, forța F care acționează un punct de massă m având 
ca expresie F = m w,se determină măsurându-se acceleraţia, w. 


de apă. Rezultă, că dacă voim să evaluăm forțele în kilogra- 
mele care corespund unei localităţi, trebue să gradăm dinamo- 
metrul potrivit kilogramului ce corespunde localităţii. 

Dacă măsurăm cu un dinamometru intensitatea forţei F care 
acționează un punct: material şi o substituim în relaţiunea F= 
mw, atunci această relațiune fundamentală a Dinamicei nu mai 
Teprezintă o simplă identitate ci o egalitate între o valoare 
măsurată experimental şi produetul mw. 

Să presupunem că cunoaştem valorile lui F pe tot timpul 
mișcării unui punct şi să însemnăm prin X, Y șiZ proecţiile 
sale pe 3 axe cordonate. Cum forţa; F are aceiaşi direcție şi 
acelaşi sens ca acceleraţia w, egalitatea F = mw ne dă în proec- 
țiune pe axe: 


dx d ' 2 
X= m ge» Y= Aemme 


care vor fi ecuațiile mişcării punctului. 


5. Despre omogenitate. Mărimile ce se întâlnesc în Meca- 
nică se exprimă numeric, în funcţie de unităţile fundamentale 
de lungime, de timp şi de massă, prin expresiuni monoame de 
forma LTÊ MY în care L, T și M reprezintă respectiv o lun- 
gime, un timp şi o massă, măsurate cu ajutorul unităților alese, 
iar a, B şi y sunt exponenți numerici independenți de alegerea 
unităților. Aceşti exponenţi se numese dimensiuni ale mărimei 
considerate. 

lată dimensiunile mărimilor ce am întâlnit până acum: 

Éungime nsi ah i: 
Suprafata tSr 5. Sa Aa a? 
Volum ab. t aE RERA Moare, DA 
Timp îi age, SE A ESN 


à L i 
Viteză: V= 7 Aaaa a CI LUNA 


Acceleraţie : w =X E a LT 


Ma e e a aM 
Forță: E = Mw o ee o o e LTEM 
Momentul unei forțe: FL . . . LPPM 
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Raportul a două mărimi de aceiaşi natură nu are dimen- 
siuni, acesta fiind un număr, Astfel un unghiu 0, fiind raportul 
a două lungimi, nù are nici o dimensiune. In consecinţă, dimen- 
siunile vitezei unghiulare şi al6 vitezei areolare sunt: 

Viteză unghiulară w = k e. 
Viteza areolară v=r?w. . . L? T! 

Dacă luăm o unitate de lungime de p ori mai mică, o 
unitate de timp de g ori mai mică şi o unitate de massă de r 
ori mai mică, o expresiune de forma L&. TÊ, MY va deveni 
(Lp). (ToP. (Mr)! adică (Le. TÊ. MY). (pe. gf. 11). 

Ori, ecuațiile de Mecanică trebue să subsiste ori care ar 
fi sistemul de unități fundamentale, adică să aibe loc, pentru 
ori ce valori atribuite factorilor p, q, şi r. Condiţia necesară 
şi suficientă, pentru aceasta, este ca ecuația să poată fi pusă 
sub astfel de formă ca ea să nu conțină decât raporturi de 
lungimi, raporturi de timpuri şi raporturi de, masse, căci atunci 
factorii în chestiune se elimină. 

Această observație poate servi la verificarea exactității 
calculelor. Ea ne mai permite în multe cazuri să stabilim, à 
priori, fără alt raționament, structura formulelor. ; 

a). Verificarea unei formule. T fiind durata oscilațiunei 
infinit de mici a unui pendul simplu de lungime 7, într'un loc 
unde accelerația, datorită gravității este g, avem, după cum, se va 


vedea mai târziu 
D= V Ua 
g 


Dacă schimbăm de unităţi, ca mai sus, obținem: 


Tg = Voia Natar Va 


formula, este deci omogenă. 

b). Stabilirea  structurei unei formule. Să admitem că 
durata T a oscilaţiilor unui pendul depinde numai de lungimea 
l a pendulului, de massa m a greutăţei suspendate, de acceleraţia 
g a greutăţei și de unghiul de pornire iniţială a, Potrivit aces- 


Se VA 


tei presupuneri putem scrie f (T, l, m, g, a) = o,f fiind o 
funcţiune pe care ne propunem de a o preciza. 

In conformitate cu principiul omogenităţii, massa m nu 
poate să figureze în ecuaţie. Apoi cele două cantităţi ] şi g, care 
sunt de gradul întâi în raport de lungimi, nu pot să intervină 


decât prin raportul lor A . Aşa dar 


Ori, T este un timp iar este inversul! patratului unui | 
timp. Pentru ca relația să fie independentă de timp trebue ca 


g 
T gi să fie asociați sub forma LE | l^, ceea ce reduce: ecuaţia. 


la forma, 
i fO JE a) = o 


sau, rezolvind în raport de T,= 


T=V 2 ete) 4 ci 


şi nu mai rămâne astfel decât de a găsi funcțiunea p o (a) de 


unghiul a, ceea ce vom face mai târziu. 


Ja i CEE | 


6. Despre similitudine mecanică. Consideraţiile de mai sus 
servese de bază şi la teoria similitidinei în Mecanică. Pentru 
ca două sisteme mecanice să poată fi privite ca asemenea, trebue 
ca să se poată trece dela unul la altul înmulţind toate lungimile 
printr'un acelaşi factor p, toate timpurile prin q, toate massele 
prin r, vitezele prin pg, acceleraţiile prin pg? şi forțele 
prin pg?r. 

III. TRAVALIUL FORŢELOR. 


1. Travaliu elementar. Se numește travaliu ` elementar af 
unei forțe, productul intensității acestei forțe cu "deplasarea infinit 
de “mică! a punctului ei de aplicaţie ' și cu cosinusul unghiului 
coprins. între- direcția forţei și aceea a deplasării: 

dö =F. de. cos (F,ds) sau dÙ = E ds bosa 
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ds fiind mărimea geometrică MM! socotită pe tangenta din M 
în sensul deplasării punctului. 

Travaliul astfel definit este o ui 
mărime susceptibilă de semn care va 


fi + sau — după cum forța şi de- If la 
plasarea vor face între ele un M 
unghiu ascuţit sau obtus. O F 


Scriind travaliul sub forma Fig 9. 


Fdscosa sau sub forma ds. F cosa vedem că putem defini 
travaliul elementar ca fiind productul forței cu proecţia de- 
plasării pe direcția forței sau ca` productul deplasării cu 
proecția forţei pe direcția deplasării. i 

Travaliul elementar este nul, dacă direcţia fortei este 
perpendiculară pe aceea a deplasării. 

Definiţia travaliului elementar se aplică la orice forţă 
care lucrează asupra unui punct, iar nu după cum s'ar putea crede, 
numai la rezultanta forţelor care determină mișcarea efectivă 
a punctului. 


2. Travaliu total. Să considerăm o deplasare finită -a 
punctului de aplicaţie a unei forţe şi să dividem arcul parcurs 
în elemente infinit de mici. Suma travaliurilor elementare cores- 
punzătoare acestor deplasări infinit de mici, constitue ceeace 
se numeşte travaliul total al forţei. Aşa dar travaliul toral al 
forței F dela Mọ la M are ca expresie i n 

A Ad š Eme 
Sad F cosa, ds. 
So 
Integraţiunea se face imediat când 
~ forța este constantă. Avem atunci (fig.11) 


iay] AS Sa EGIN. să Ho A 
sr] cosa saan dh= F. MH 
So Mo 


s} 


adică: travaliul total al umei “pai constante este egal cu pro- 
ductul intensității forței cu proecțiuunea pe direcția „forţei 
pă drumului parcurs. Travaliul nu depiudg prin urmare de 


forma curbei dintre Mọ și M. 


E OA RA 


Astfel, tvavaliul greutăţii, într'o deplasare oarecare a 
punctului M, este egal cu greutatea, 
înmulțită cu deplasarea verticală a 
punctului, travaliul fiind pozitiv dacá 
deplasarea totală corespunde unei co- 
borivi și negativ în cazul contrariu. 

Travaliul forțelor este o mărime 
care joacă un rol de o importanță ca- 
pitală în teoriile Mecanicei raționale 
şi a Mecanicei aplicată la Fizică, 


Fig, 11 


} 


3. Teorema |. Travaliu/ unei forțe, pentrn o deplasare oare- 


care, este egal cu suma travaliurilor componentelor forței. pentru 
aceiași deplasare. 


Fie F o forţă, F, F,, F,,..., componentele ei şi ds 
© deplasare elementară a punctului de aplicaţie. Proecţia rezul- 
tantei pe direcţia deplasării fiind egală cu suma proeeţiilor 
componentelor, avem: 

F cos (F ,ds)=F, cos (F; , ds) + F, cos (Fa, ds)+... 
şi înmulţind ambii membri cu de, deducem: 
cos (Œ , ds) ds = F, cos (F, , ds) ds + F, cos (Fx, ds) ds +... 
„.. Această relaţie ne dă demonstraţia teoremei pentru tra- 
valiul elementar. Luând integrala, obţinem demonstrația pentru 
travaliul total. Z 


4. Teorema Il. 7rava/iu/ unei forțe într'o deplasare oarecare, 
este egal cu suma travaliurilor acestei forțe în deplasările com- 
ponente. 


„Fie F o forță, ds o deplasare elementară a punctului de 
aplicaţie şi dsi, ds,, ds;,..., diverse deplasări având pe ds 
ca rezultantă. "ha 

Proectând pe ds, ds,,..., şi pe ds pe direcţia lui F, avem 
iii Sat, ds cos (Eds) = ds, cos (F, ds.) F ds, cos (F ds) + Ag 

Inmulţină ambii membri cu; F și apoi integrând, avem 

demonstraţia teoremei. 


a a ~ 
n brate, f 
pam - 

po Danae atit mi 
~ ni 
sa aay paa pepene 
< 
n aa m“ 


| 
9 
Cr 


5. Teorema Ill. Trava/iu/ unei forțe într'o mișcare elementară 
de rotaţie, este ega/ cu momentul forței în raport cu axul de 
rotaţie, înmulțit cu deplasarea unghiulară. 

Fie o rotaţie în jurul unui ax 
proectat în O și o forță F aplicată 
în M. Duc planul proectant al forţei 
şi în acest plan descompun pe F în- 
tr'o forță F, perpendiculară în M pe 
planul figurei şi în forța F, din plan. 
Travaliul forței F, este nul. Forţa F, . 
se poate descompune în componentele 
În Și fe. Travaliul componentei Í, este Fig. 12 
şi el nul. Rămâne travaliul lui J, care 
este egal cu f,. ds adică cu Je. r d9. Ori f: r este momentul for- 
ței. F. în raport ide axul O:(nu în raport. de punctul 0). Deci 


dă = Mom. F x d. 


6. Expresia analitică a travaliului în cordonate drept- 
unghiulare. 'Pravaliul elementar fiind E 

i tie de = F ds cos (F, ds) 4 A 
vedem că el corespunde produetului interior al. veetoarelor F şi 
ds”. Rezultă imediat, că dacă, însemnăm prin X,Y, Z proecţiile 
forței şi prin dg, dy, dz proecţiile, diferenţialei ds pe trei axe 
cordonate dreptunghiulare, avem: 


da = Xa + Ydy + Zdz. 


f 


Scriiùd E i r 
dae (Xa la + za 


travaliul total dela t, la t va avea ca expresie analitică 
t 
- SEE da dy dz 
v l, (x24 TPH zi) a 
0 


In general, componentele X, Y, Z ale forţei sunt funcții 
de timp, de cordonatele punctului mobil, şi. de proecţiile vitezei 
sale, adică 


1) Cinematica, pag. 23. 
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di” di” di 


= aa Aleea 
Z= (s. yeap] 


Rezultă, că în cazul general nu putem calcula travaliul de- 
cât dacă cunoaştem complect mişcarea. punctului, adică dacă se dă 


D= De yo PD. = 40. 
In expresiile analitice ale componentelor X, Y, Z ale 
forţei, vom înlocui atunci pe x, y, 2 şi derivatele lor în funcţie 
de t şi calculul travaliului total se va efectua printr’o cuadratură. 


xX = F, (i mya T, dU a) 


7. Caz particular. Forța nu depinde decât de. poziția mobi- 
lului. In asemenea caz, la fiecare sistem de valori a, y, z cores- 
punde un sistem de valori X, Y, Z bine determinate. Deci 

X = E (xy, 2) X= Eal, y, 2) Z = F, (x,y, 2) 
funcțiile F., F», Fs fiind funcții uniforme de cordonate. 

a). Grupul forțelor în regiunea de spațiu unde. ecuațiile 
precedente au loc, constitue ceea ce se numeşte un câmp de forţe. 

b): Se numeşte linie de forțe a unui câmp, o astfel de li- 
nie că în fiecare punct al ei, forța! care corespunde punctului 
este tangentă liniei. Se ia ca sens pozitiv, sensul încotro e în- 


dreptată forţa. 
Ecuațiile diferenţiale ae liniilor de 


forţe sunt 
Di sea Gr 7 o CAT ERE dz 
i ISi Lis 3 Tey à X SE Y K Z 
Fig, 13 sau = 
Cip N Ft Z 
FIE a Cos RUE X 


care integrate ne vor da 
y=f (æa B), e=p (0a 6) 


a. şi f fiind două constante arbitrare, 


m O 


c). Travaliul total al forței din câmp dela M, la M, pe o 
curbă (C) are ca expresiune 


Mı 
òS | Xde + Ydy + Zdz 


Mo 


Fig. 14 


în care X, Y, Z sunt funcțiuni numai de cordonatele x, y, z. 
Ori, putem întotdeauna exprima cordonatele unui punct M al 
arcului Mo M, în funcție de un parametru g, 


v = fiO y = f) = 100. 
Deci X, Y, Z ca şi x, y, 2 fiind funcții de g, rezultă 


qi 
EROR 
KaM de 
qo şi gi fiind valorile parametrului g care corespund punctelor 
Me şi M,. In concluziune, travaliul depinde numai de forma 
curbei (C) iar nu și de modul cum o parcurge mobilul, așa că 
dacă se dă curba, calculul travaliului revine la efectuarea unei 
cuadraturi. / 
8. Funcție de forțe. Să presupunem acum că proecţile X, 
Y, Z ale forţei sunt derivatele parţiale ale unei funcțiuni de 
cordonate U(x,y,z), adică mita za 


idea BOBO _2U 
A oma o eo RA oa 


In acest caz, forţa ea şi la n% precedent, nu“ depinde decât 
de poziţia mobilului, însă travaliul ei elementar 4% fiind dife- 
renţiala, totală a funcţiei U(z,y,2), de oarece avem 

! in oU 2U ! LU AA aa 


t“ 


rezultă că 


% = U — U, 


U, și U, fiind valorile. funcţiei U pentru cordonatele.20, Yo, 
Zo și @ Vu Zi ale punctelor M, și M,. Funcția U ia numele 


de funcție de forțe.) Vedem astfel, că dacă există o functie 
de Forte, travaliul total dela M, la Mı nu depinde decât de 
pozițiile acestor puncte, adică de cordonatele lor £o, Yo, z şi 
Xi, Yı, Zu aşa că el este acelaşi pentru toate drumurile care due 
dela M, la M,. În particular, el este 
nul, dacă punctul revine de unde a 
plecat, adică pentru un contur închis. 

Este însă necesar pentru aceasta, 
ca funcţia de forțe U să fie uniformă, 
In cazul contrariu, trebue să se urmă- 
rească variația funcţiei dela punctul 
Fig. 15. inițial la punetul final. 


lată un exemplu. Fie U=arctg 2 cu presupunerea 


Z 


ep E A E yoe ire 
òr Hy?’ dy ryp L, 


A A e o 
j òz z 
Observăm că 
YARDS LETRE SAN 
X y (2 t Q E 
an Fig. 16. 


deci forţa este perpendiculară pe planul zOP, adică are ca 
proeeţie orizontală segmentul PQ perpendicular pe OP. Funcţia - 
U este chiar unghiul OP, tangenta acestui unghiu fiind t, 
Z : Pentru conturul închis X, travaliul total 
este egal cu zero căci unghiul U revine la va- 
M  loarea dela care a plecat. 
a3 . Pentru conturul È, care îneonjură axul Oz, 


0) travaliul este însă egal cu 27, căci unghiul U 
inițial revine în M mărit cu 27, adică 
Fig. 17 E O E o Ar. 


— 


1) Invers, dacă travaliul elementar d? este diferenţiala totală a unei 
funcții U (x, y, 2) atunci componentele X, Y, Z sunt derivatele parțiale ale 
acestei funcții, care este astfel funcția de forțe, 


= 99 2 


Dacă conturul înconjură de n ori 


axul Oz, travaliul 
total va fi egal cu 2m7. 


Câmpurile magnetice create de curenţi electrici prezintă 
particularități de acestea, 


9. Suprafeţe de nivel. Dacă egalăm funcţia de forţe cu o 
constantă, obținem ceea, ce se numeşte o suprafaţă de nivel. Astfel 
U (x, y, z) = C. 

Prin fiecare punct al câmpului de forțe trece câte o su- 
prafață de nivel. Astfel prin punctul de cordonate Zos: Yor 20 
trece suprafața de nivel 

U (x; y, z) = U (xo Yor Zo) 
valoarea constantei C fiind atunci egală cu U (20, Yo Zo). . 

a). Forţa este perpendiculară, în M suprafeţei de nivel ce 
trece prin acest punct. ! 
Fie U (x, y, z) = Č ‘supråfața de 
nivel care trece printrun punct M. Cosi- F 
nusurile directoare ale forței aplicate în 
M, sunt proporționale cu X, Y, Z adică 


aw UU e... i aN 
A aa AT OI Ori, aceste derivate 


parţiale sunt proporţionale cu cosinusurile.. 
directoare ale normalei în M la suprafaţa, 


de nivel care trece prin acest punct.. Deci forța F este nor- 
mală suprafeţii. 


Fig. is 


b). Forţa este îndreptată în sensul încotro crește funcţia 
de forţe. Fie S şi S; două suprafeţe de nivel infinit vecine, 
= suprafaţa S trecând prin punctul M şi 
corespunzând ecuaţiei 

U (x, y, z) = C 
iar” suprafața Sj corespunzând ecuației 
U (x, y, 2) =0 +dC 
în care să presupunem că dC este pozitiv, 
Fig. 19 pentru ca funcţia U să crească atunci când 
se trece dela S la S. 

Pe normala în M la suprafăţa S să considerăm punctul M, 

unde această normală întâlnește pe S, 'Travaliul forței F 


M 
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pentru deplasarea elementară MM, este + F. MM, după 
cum sensul forței este MM, sau M,M. Insă acest rile este 
egal cu dO care reprezintă creşterea elementară, a, funoţiei U 
când trecem de la S la $,. Creşterea dO fiind prin ipoteză 
pozitivă, vom avea deci -+ F. MM, = dC ceeace însemnează că 
forța are sensul MM.. ` 

e). In ovi-ce punct M al unei suprafeţe de nivel, | forţa 
este invers proporțională distanței, pe normală dela M la su- 
prafața de nivel infinit vecină. TO 

Din egalitatea F. MM, = dC deducem 

dC 
| E MM: 

Ori, dC este același pentru toate punctele suprafeţii S. Deci, 
oricare ar fi punctul M de pe suprafața S, forţa care trece 
prin acest punct este invers proporţională distanţei dela M la 
suprafaţa S  - } 


P 


d). Travaliul total este același pentru mobilele care pleacă 
dela o suprafaţă de nivel S) și ajung la o. alta Sı, deși ur- 
mând, drumuri diferite, dar cu condiția ca mobilele să traver- 
seze aceleași suprafețe și în aceiași ordine. In adevăr, travaliul 
elementar fiind egal cu creşterea “dO ʻa funcţiei. de forţe, ` este 
același pentru orice pareurs elementar 
de la o suprafață de nivel la o su- 
prafaţă infinit vecină. Travaliul total 
este prin urmare şi el independent de 
drumurile ce parcurg mobilele care 
pleacă dela So şi ajung la S,, dacă | 
mobilele traversează aceleaşi suprafeţe | 


Fig. 20 


şi în aceiași ordine.. 
„In esenţa lui, „acest fapt ne era cunoscut, căci corespunde 
celor două “formule. ştiute. X l 
b aG=a0 si © = 0-0. 
Precizarea de față are unicul scop de a face să se înțeleagă 
cum trebuese luate- pareursurile mobilelor pentru ca travaliul să 
rămână același. 


pia 


Dacă revenim la exemplul deja considerat 
= K 
U = arctg A 
vedem că suprafețele de nivel sunt suprafețele 


arctg 2 = 0 


ae i EN i 
adică semiplanurile 2 = tgČ care trec toate prin axul Oz, Când 


punctul M descrie conturul închis X, el nu traversează aceleaşi 
suprafețe ca în cazul când descrie conturul È și înțelegem astfel 
mai bine dece travaliurile nu pot fi egale unul cu altul. 

e). Liniile de forţe sunt traectoriile ortogonale ale. supra- 
fetelor de nivel. Aceasta se înțelege imediat deoarece tangentele 
liniilor de forțe coincid cu direcțiile- 
însăşi ale forțelor şi acestea. sunt nor- 
male suprafețelor de nivel. 


10. Exemple de forțe care admit 
0, funcție de- forțe.. şi 
a). Porţă constantă. Astfel este cazul, 
greutăţei. Dacă luăm axul Oz vertical şi îndreptat în sus, avem 
X=0,. Y=0, Z=—mg. 


deci tmoje de forțe este 


Fig. 21 


q U= —mgz + const, g} 


b). Fortă perpendiculară la un plan fix si metie de 

distanta dela mobil la plan. Luând planul. fix drept leu xOy, avem 
z X=0, Y=o0, = ọ(2). 

; > Se vede imediat că Gar de forțe este 


y= fe (z) dz = f (2) + const. 


Suprafețele de nivel sunt z = ©, 

x adică planuri paralele cu xoy. Liniile de 
forțe sunt drepte paralele cu Oz. 

c) Porţă perpendiculară pe o 

dreaptă fixă și funcţie de distanța mo- 

bilului la dreaptă. Luând dreapta fixă drept ax Oz, însemnând 


i 
9 
n 
i 
i 
i 

ó 


Fig, 22 


i pă 
prin r distanța mobilului la dreaptă şi prin ọ (r) valoarea 
forţei, avem 
X= er), =L y(r), Z=0. 
Funcția de forţe este 
= f: (r) dr = f (r) + const: 


căci relația g? +y2=—r2 ne dă 
G ARER er dr y 


EE E ST Ca T T 


şi prin urmare 


dU òU di 
as T or a T? eS X 
dU _ ðU d y 
o or a ee pa Na 
òU 
azna eT Z 


Suprafeţele de nivel, f (r) = O, sunt cilindrii de revoluție 
r = const. iar liniile de forțe sunt perpendicularele MQ duse 
axului Oz. 

d). Fortă centrală, funcție de distanța mobilului la cen- 
trul fix. Fie P centrul fix, de cordonate, a,:b, e şi M punctul 
mobil în care lucrează o forţă F îndreptată pe direcţia MP. 

Insemnând prin distanţa dela 

Pla M şi prin o (r) valoarea forței 
F, avem 


X= p(n, Y=” Y? a(r), Z — y(r). 


e de forţe este ca şi la 
n’ precedent 


y 
U= [2 (r) dr = f (r) + const. Fig. 24 
căci din relaţia (z—a)? + (y—b)?+ (z—c) = r° deducem prin 
derivare 


dr za OR be e G 


—— = n — ; — 


(rdo ma TUE idy w cuida Rr 


așa încât 


QU ri) dU _ z— 
dy r POS oz 


Travaliul elementar d al forţei F fiind Sai cu dU are 
ca expresie p (r) dr. Avem în adevăr 
2 S aS X de + Y dy +Z dz 
adică ` i 
d — 200 [(z-a) de + (y—b)' dy + (ec) d] 


şi, cum relaţia (z—a) + (yb) + (2—c)? = r° ne dă 
i (z—a) dz i (vb) dy + (Emo) da = r dr 
rezultă în adevăr că | | 


dt = ọ (r) dr. 


Suprafeţele de nivel, r = const. sunt sfere descrise din P 
ca centru. Liniile de forţe sunt razele duse din P. 
Dacă, în particular, punctul M este atras de centrul P cu 


o forță invers proporțională patratului distanței 7, avem F=— T, 


k fiind o constantă pozitivă. Funcția de forțe U este în acest caz- 
k k 
U [- n > L 
h fiind o constantă. 
Trayaliùl forței, când mobilul 
soseşte dela o poziție M, depărtată 
indefinit, la poziţia M,, este 


AUY 


pk 
de oarece T este nul. 


2445 — 3 


LOYA 


G ) ă pr ăi 
eneralizare. Să presupunem că în punctul M lucrează 
mai multe forțe F,, F3, F,..., în- 
M (uz) dreptate pe dreptele care unesc acest 
punct cu centrele fixe Pi, P}, P,..., 
intensitățile forțelor fiind funcţii 
3 Pı (71) Pa (72), Pa (73)..., de distan- 
tele Ti, T2, Tg., ale punctului mo- 


p, B 


4 
pe Dale (a, b £ ) P, ` 
(a ) (Qa+0e-Ca (as,bs,c3) bil M la centrele fixe. 


Fig. 26 Dacă forţele sunt atractive, aşa 


după cum arată figura, avem 


= r—a =} A 
X =- T (m = S "o, (rı), == Ş - pur) 
1 


L— a; y—b a 
K = — Ta 2 (Pa (r2), Ya SER a 2 o (ra), Ze m = o, (ra) 


“şi, în consecință, componentele X, Y, Z ale rezultantei acestor > 
forțe au ca expresii: ril 
X= E i (7) IF == Pa (ED AR o a oo ] ; 
yY = = [gi (r) F i Pa (72) IE o | 
= Fas 2 (7) + = Pa (Pa) HET ] 


Funcția de forțe este în acest caz 
U= = | fip edr + fo (72) dra + See a 


derivatele parțiale în raport de z, y, z ale acestei funcții re- 
producând, după cum se vede imediat, expresiile X, Y, Z de aci 
mai sus ale componentelor rezultantei forţelor care. lucrează în 
punctul M. 

Travaliul elementar al uneia dintre forțe, spre exemplu 
al forței pı (rı) este — i (rı) dr. Aceasta se poate vedea şi 
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in mod geometric, considerând o deplasare elementară MM’ 
a mobilului şi observând că travaliul ele- 
mentar al forţei F, pentru deplasarea MM, 
care este egal cu forța F, înmulțită cu 
proecția elementului MM’ pe direcţia forței, 
are ca, expresie 


—F.. MM” sau—F, (P, M' cos s— P, M) 
adică, în valoare principală, 
yey F [r AP dr) ir ri] deci TF Yi (ri) dri 


11. Potenţial. Se numeşte astfel, funcția de forțe luată cu 
semnul schimbat. Insemnând potențialul prin V, avem în con- 


Fig. 27 


secință V = — U (x, y, 2) şi prin urmare 
EV E EA 
X= a ou. a ada 


Potenţialul este utilizat în teoriile electricităţii şi magne- 
tismului. Suprafeţele de nivel iau atunci numele de suprafețe 
echipotenţiale. 

12. Unitate de travaliu şi dimensiunile travaliului. a). Tra- 

valiul unei forţe constante F în deplasarea 


F MM, de pe direcția sa este 
M M, © = MM,.F. 
Fig. 28 Dacă luăm F=1 şi MM,=1, avem t=l. 


Unitatea de travaliu va fi deci travaliul 
unităţii de forţă pentru o deplasare în sensul forței egală cu 
unitatea de lungime. e 

In sistemul C. G. S. unitatea de travaliu se numeşte erg. 
In sistemul industrial M. K. S., unitatea de forță fiind ki- 
logramul, iar unitatea de lungime metrul, unitatea de travaliu 
este kilogrametrul. 

b). Travaliul fiind o sumă de termeni de forma 


F.MM/cos (E, MM!) 


şi cum cosinusul nu are dimensiuni, el fiind un număr abstract, 
rezultă că dimensiunile travaliului depind de produetul F.MM 


Š SA e zimi aa 


ec a 


== 00 


adică de productul unei forțe cu o lungime. Dacă luăm ca unităţi 


fundamentale, unităţile de lungime, de timp şi de massă, dimen- 
siunile travaliului vor fi 


Brabe M 


căci dimensiunea unei lungimi este L, iar dimensiunea unei 
forţe L . T-2.M. 


2 1 ie 


lia iei E S 


did 


II. MIŞCAREA ŞI ECHILIBRUL UNUI PUNCT 
MATERIAL LIBER. 


I. ECUAȚIILE GENERALE ALE MIŞCĂREI. 


Dacă însemnăm prin m massa punctului și prin X, Y, Z 
proecţiile rezultantei forțelor care lucrează asupra punctului, 
adică | 

Xe + X +... + Xa 
VESS, H Ye... + Ya 
Z= Zi Za +... + Za 


) 
avem în fiecare moment 


(1) mp X, m =Y, m = 2 
sistemul de axe cordonate putând fi dreptunghiular sau oblic. 
Aceste.3 ecuaţii, sunt ecuaţiile generale ale mișcărei. Ele 
servese pentru rezolvirea celor 2 principale probleme de Dinamică: 
I. Fiind date forţele care lucrează asupra unui punct, să 
se determine mişcarea punctului; 
II. O mişcare fiind observată, să se determine forța care 


o produce. 
Problema |. Cum în general componentele X, Y, Z sunt 


după cum am mai spus funcțiuni de timp, de cordonate și de 
componentele vitezei, sistemul de ecuații (1) se prezintă sub 


forma 


== 98 


dt p s dx d, dz 
m ga ™ Fi (îi ey e ara d 


/ dy dx dy dz 
(2) kuprea F, (5. D 0 o GETA T 

CHRE (pe . dx dy dz 

m ga = Fs (t; æ y z; dt? di’ di 


Acest sistem de trei ecuații diferențiale de ordinul al doilea 
urmează a fi integrat, pentru a se obține să psi unul) cor do- 
natelor z, y, z, în funcție de timp. 

Putem aduce rezolvirea. sistemului (2) la rezolvirea unui 
sistem de 6 ecuații diferenţiale de ordinul întâi scriind 


de | dy d 
DI So TIE da 


a 
m alia (t; x, Y, 8 TYG z ) 


E (t w 20, e a!) 


dz! 


m g P G oY z wY e). 


Soluţia generală a acestui sistem conține 6 constante ar- 
bitrare şi se prezintă sub forma 
æ = fı (t; C Co Cs Ca Co 06 ) 
SEY. = fa (t; Cp ne e. D) 
(3) | fa (fa Cioaca? e atasa sama Co 
= Ju (t5. Cuv Cz Cao Cao. Co ce) ` 


=e Ci; Cos e . . o% ea) 


A tie a e. 2 SEL) i 
Cantitățile cu, cae . . »ce figurează din cauză că scriind 
ecuaţiile (2) n'am; precizat care anume sunt cordonatele: o 3 Yo» Zo 
ale punctului și. componentele Lol, Yoly Zol: 
gina timpului. Dacă ni se dau aceste elemente, 
se termină în felul următor: 


ale -vitezei sale la ori- 
atunci problema 


=s 


; In en de ecuații (3) înlocuim pe x, Y Zi dy, 
prin Zo, Yo, Zo Și Lo, Vo, Zo' iar pet prin zero. Rezolvind atunci 
în raport de ci, ca. . .,c; vom determina valorile acestor 
constante pe care nu ne mai rămâne decât să le introducem în 
sistemul de ecuații (3) pentru a obţine soluţia. definitivă a 
problemei. 

Cele 6 constante trebuind să fie distinete, sistemul de 
ecuaţii care le dă, nu poate să fie nici incompatibil, nici nede- 
terminat. Dacă unul din aceste donă cazuri se prezintă, aceasta 
va însemna că nu sa obţinut soluția generală a sistemului de 
ecuaţii diferenţiale. 

a). /ntegralele unei probleme de Dinamică. Integraţiunea 
ecuaților mișcărei unui punet este o problemă grea, pentru care 
mu se poate da nici o regulă generală. Se procedează adesea ori 
Ja integraţiune, căutând ceeace se numese integrale 'ale sistemului 
de ecuaţii diferenţiale, adică funcțiuni de timp, de cordonate și 
de componentele vitezei care să rămână constante pe tot timpul 
mişcărei: 

9 (t; T, Y, Z; ado y!', z!) 0: 


Numărul de. integrale distincte este de cel mult 6: 


| 


Pir (t; -£r Yo ZALA YA Z) Ci 
Po (tT; Y, 2 Th y, z!) sa Co 


E TNI E 
Pe .(£; Ly Yy Z3 2, o 21), = Cer 


Rezolvirea lor în raport de x, y, z; %', y’, 2 ne dă so- 
luția generală reprezentată prin sistemul de ecuaţii (3). 

In cazul când nu putem rezolvi complect: problema, cele 
câteva integrale găsite ne arată fiecare în parte câte o proprie- 
tate caracteristică a mişcării şi ne vom mulțumi cu atât. 

b). Mișcarea întrun plan. Când forța care lucrează asu- 
pra punctului nu iese dintrun plan, care să conțină şi viteza 
inițială, mişcarea’ este plană şi are ca ecuații: 


„dă dy 
ma > X> ma Y- 


Soluţia generală, conţine patru constante arbitrare. 


AER 7, Mata 


c). Mişcarea pe o dreaptă. Dacă forța are necontenit ace- 
iaşi direcţie, care să fie şi direcția vitezei iniţiale, mişcarea 
este rectilină: şi avem atunci o singură ecuaţie diferenţială; 

d?r 
m = = 
di? X 
a cărei soluțiune generală conține două constante arbitrare, 


Problema Il, Să: presupunem acum că se cunoaşte mişcarea 
punctului și se caută forța care o produce, Cordonatele a, y, g 
sunt atunci. funcțiuni cunoscute de timp. Derivându-le de 2 ori în 
raport de timp şi înmulţind derivatele aflate cu massa m, vom avea 


d?r E dz 
X = m -= Y = m Z=m a: 
Dacă observarea mişcărei, făcută cu condițiuni iniţiale va- 
riabile, ne-a putut permite să exprimăm pe z, y, 2 în funcție 
de 6 constante arbitrare: 


‘PSAK 


í e a z = fiat Cis Cp» C3, Ca, Cs ce) 
a E UI E O So S) 
z= fa (t; Cin Cze e >» > C6) 
şi prin urmare —  — x 
= fu lt; cu Ca, Cs, Car Cs» Ca) 
yla = fa (îs Cig C se a. 2908) 
za= fila: (fi oua o a eneid 06) 
atunci se poate obţine și legea după care variază forța pe tim- 
pul mişcării. Vom avea în adevăr în asemenea caz i 
zoa Sb sa 3 xX = at Piu (t; cr, Ca, Cs, Ca Css ĉe) 
: ti) y m. al (pă ce! ea Cca e OR) ĉe) 
ape a d Z= m. J" G; ĉn Coe Ti pd Ma Ra ce) 


STOOT O 9289 


în care R vom, înlocui constantele prin valorile trase dn TANE 
precedent, deci valori funcțiuni de t, z, y, z, 2 y', 2. Operân 
EnD BARSI Di ; 


a 3 $ 


Rite IRzată gazele „rezultate arib oesi ua i 

a EX E (45-a Up. aaia Voka 
Y = F, (t; T, Y, Zj z, Y, z!) 
ZEEN 2, Y Z; D, Ya S) 


care va reprezenta, legea forței pe- timpul mişcării.. 445 tre dala) 
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Dacă mişcarea este plană, va trebui să cunoaștem pe 
x ŞI, pe y în funcție de t şi de 4 constante arbitrare, iar dacă 
mişcarea este 'rectilină trebue să ni se dea a în funcție de + 
şi de 2 constante arbitrare. 


Exemplu. Mișcare rectilină reprezentată prin ecuația 
w = Ae + Bef 
a şi 6 fiind constante determinate iar A și B constante arbitrare. 


Deducem : 


T =a Aet + 6B — x 
de = o2Aeâl + B?Bebt, 


Eliminarea  constântelor arbitrare A şi B între aceste 
ecuaţii ne dă 


x 1 1 

da 

rdu ba a o 
Ær 

T a? | B2 


din care deducem 
d2 da 
= (ar) apr 
şi prin urmăre 
X = m 52 = m | eh az] 


care reprezintă legea forţei pe timpul mișcării. 


Ecuațiile intrinsece ale mişcării. 
Ştim că accelerația este. coprinsă în: planul osculator al 
traectoriei şi are ca proecții pe tangentă și pe normala principală 
4 i y2 > i 


; dv 
w= dp WOR i 


i 449 


R fiind raza de curbură în punctul M. Dacă F este rezul- 
tanta forţelor care lucrează asupra punc- 
tului, avem F = mw şi prin urmare pro- 
ecţiile ei pe tangentă și pe normală vor fi 


SP dv p: v? 
Fe = METR Da si 


Aceste formule -arată că variația de 
viteză este datorită numai componentei 
Fig. 29 tangențiale F; aşa că dacă Far fi nul, 

adică dacă forța ar fi necontenit normală traectoriei, viteza ar 
rămâne constantă şi prin urmare mişcarea ar fi uniformă. De 


1 f i 
asemenea curbura E depinde numai de F, aşa că dacă această 


componentă ar fi nulă, curbura ar fi şi ea nulă şi mişcarea ar 
fi rectilină. Componentei Fp i se mai zice și forță centripetă. 

Cele două ecuaţii de mai sus, se numesc ecuaţiile întrin- 
sece ale mişcării. Ele sunt cu deosebire utile atunci când se 
cunoaşte forma geometrică a traectoriei. 


ÎL. CANTITATEA DE MIŞCARE. 


Să punem pe cea dintâi dintre cele două ecuaţii . intrin- 
sece sub forma m. dv = F,.dt şi să integrăm dela fo la t. 
Obţinem: 


t 


(a) mU — Mo = fr, “dt: 
to 

Productul mv se numeşte cantitate de mișcare iar productul 
F,. dt impulsiune elementară a forţei F,. Egalitatea (a) expri- 
mă cu aceste denumiri, că variația, cantității: de mișcare într un 
interval de timp este egală cu impulsiunea totală a componentei 
tangenţiale a 'rezultantei forțelor, în acel interval de timp. 
„Cantitatea, de mişcare: se- reprezintă printr'un vector de 
mărime mv purtat pe direcţia şi în sensul vitezei. Ea are ca 
dimensiuni L. T-. M. 
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Proecţiile cantităţei de mișcare pe trei axe cordonate sunt 


dz 


m de ` m dy, $ pe, 
di di Ema di 


iar momentele ei, în raport de 3 axe dreptunghiulare, au ca 
expresiuni 


dz dy dx dz dy dx 
m (y E z 3), m (z aa s), m (a = — YT : 
1. Teorema cantității de mişcare proectată pe un ax. Să 
luăm un ax oarecare drept ax Oa. Avem în proecțiune pe acest 


da : x 
ax: m Je > X care se mai poate serie 


d dx 
Aşa dar: 

Derivata în raport de timp a proecției cantităţii de mig- 
care pe un ax fix, este egală cu proecția. rezultantei forțelor 
pe același ax. 


Dacă luăm trei axe cordonate, avem în același timp 


da 
sln )=X 


d dy 

(1) II m dE = Y 
dup ii CN 
dt (m T 


X, Y, Z fiind proecțiile rezultantei forțelor care lucrează asu- 


pra punctului. n 


Fie OA vectorul reprezentativ al can- Ag TA 
tităţii de mişcare şi OB vectorul reprezentativ 
al rezultantei forţelor. Ecuațiile (1) exprimă 
că derivata geometrică a vectorului OA, și deci o B 
viteza punctului. A este egală cu vectorul OB. Fig. 30 


2. Teorema momentului cantităței de mișcare. Să luăm 
ca mai sus un ax oarecare drept ax Oz şi să formăm cu 
acest ax un sistem dreptunghiular  Oayz. A 
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Dacă . . dz H 5 
ă înmulțim egalitatea m JE > Z u ygi scădem din ea 


` day j $y 
egalitatea m de ~ Y înmulțită cu z, obținem combinațiunea 


d?z 
m (y a eH =y AN, 


care se mai poate scrie 


d dz dy 
an (o dia 4) ] ii Die Y. 
Această egalitate exprimă, că: 
Derivata în raport de timp a momentului cantităţii. de 


mișcare în raport de un ax fix, este egală cu momentul rezul- 
tantei forțelor luat în raport de același, ax. 


In raport de 3 axe cordonate dreptunghiulare, avem în 
acelaşi timp. 


da dz dy 7 
am | (vi mag] =y zar 
q dz y 

(2) E T aaa [eee 


A Sa E: 


Fie OC momentul cantității de mișcare în raport cu ori- 
gina axelor m OD momentul rezultantei forțelor în raport de 
„y „ acelaşi punct. Ecuațiile (2) exprimă că 
derivata geometrică a vectorului OC. și 
deci viteza punctului. O, este egală cu 
vectorul OD. 

3. Aplicaţiuni. Cele 2 teoreme de mai 
sus ne dau integrale de ale mişcării în 

cazul când rezultanta forţelor este necon- 
tenit perpendiculară pe un ax sau pe un plan fix, sau când mo- 
mentul ei în raport de un ax sau de un punct este necontenit nul. 
a); Rezultantă perpendiculară pe un aw. Luând axul drept 
ax Oz, avem 


Fig, 31 


d dr j 
A (m 770) Ee deci m ba = const, 


care este o integrală. Deducem x = a -+ bt, a şi b fiind două 
constante arbitrare. 

b). Rezultantă perpendiculară pe un plan. Luând planul drept 
plan sOy gi ca ax Oz o dreaptă perpendiculară pe plan, avem: 


a aN _ d dy\ _ dz 
di m i) = o, AG a) O mapa Ze 


Primele două ecuaţii ne dau două integrale de ale mișcării 
din care deducem z=a-kbt, y =h- kt şi prin eliminarea 
lui t: Ag + By + C = o. Așa dar traectoria este plană. 
Planul conţine direcţia forței şi a vitezei iniţiale. Dacă luăm 
în acest plan un ax Oz paralel cu cel dintâi şi un ax Oz 
perpendicular, ecuaţiile mișcării se redue la 
| Ci RA 


Fig. 32 


c). Rezultantă întâlnind un ax. Luând axul drept ax Oz 
momentul rezultantei în raport cu acest ax fiind nul, avem 


d dy Dz j 
d|a (2% -y J TAR 
deci 

m(a 4 7 Ay de) — const. 
“sau mai simplu 


dy dr Fig. 38. < 
Zi a A = 0 


care este o integrală a mişcării. Ea exprimă, după cum ştim 


BRNS 


dela capitolu rațiuni i 
p l accelerațiunilor centrale, !) că aria À creşte propor- 


ional i i E 

ționa S timpul, adică À = 30 F c sau numai À = 5 'et 

dacă aria începe odată cu timpul, 
d). Rezultantă trecând printr'un punct fix. Luând punctul 


fix ca origină a unui sistem de axe cordonate dreptunghiulare, 
avem în același timp 


[i dæ dz saba i 


căci momentele rezultantei în raport de cele trei axe sunt nule 


Deducem 

dz dy. m E du dz f dy da 
io de (ela A Cat rep Late SE EERS BEIN UE 
Y ai T ozn RE a 2 E E A E 


care sunt integralele mişcării. ă 


“Ele exprimă, după cum s'a văzut la capitolul accelerațiilor 
centrale, că traectoria este coprinsă într'un plan care trece prin 
origină şi că ariile A, X şi À” variază proporțional cu timpul 
t, ori care ar fi planurile cordonate. 


T III. FORŢA VIE 
IE A | 1 N i d 
Se numeşte astfel productul -5- mv’, în care m este massa 
punctului şi v viteza, lui în momentul ż, 
~ Dimensiunile forței vii sunt L?T-M căci dimensiunile 
unei viteze fiind LT-', acelea ale patratului vitezei sunt L° IN 


E ST 


—— 


A AOPRRĂRR 2: 


PIAA 


OTARRA 


Saing: aaa 


EAE 


Forța vie are deci aceleaşi dimensiuni ca şi travaliul, adică re- 
prezintă o mărime de aceiaşi natură !). ; 

1. Teoremă. Variația forței vii intrun interval de timp oare- 
care, este egală cu suma travaliului forțelor care lucrează asupra 
punctului în același interval de timp. 

Fie: m massa punctului, v viteza într'un moment oarecare, 
F rezultanta forțelor care lucrează asupra punctului și æ unghiul 


coprins între rezultanta forţelor şi viteză. 
v 


do 
Avem m =- = Feosa 


dt 
deci m du = F dt cosa. 


Inmulțind primul membru cu v şi Fig. 34 


pe cel de al doilea cu Ea care este egal cu v, obţinem 
mvdv = Fdseosa adică d (g me?) = F ds cosa 


care se serie dT = dÙ. 


Vedem astfel, că întrun interval de timp infinit de mic, 
variația Jorței vii este egală cu travaliul elementar al rezultantei 
forţelor și deci egală cu suma travaliurilor elementare ale for- 
telor aplicate. 

Să considerăm acum o mişcare finită dela tọ la t. Fie vo 
şi v vitezele corespunzătoare şi sp şi s arcurile parcurse pe 
traectorie. 


Integrațiunea ecuației. precedente ne dă 


S 
2 mv” = mv = | F ds cosa 


So 


Fig. 35 


1) Leibnitz a dat numelele dt forţă vie produetului mo2. Acest product 
nu reprezintă însă o forță, căci dimensiunile lui sunt diferite de acelea ale 


unei forţe. Mai târziu, Coviolis a denumit forță vie produetul -5 L my?, căci 
sub această formă intervine de obicei în chestiunile de NE. productul 


1 i 
mt. De atunci, autorii au zis forță vie fie lui ide fie lui 3 mv? după sim- 
plele lor. preferinţe, 


care se serie mai simplu 


T—T=% . sau încă AT =%, 
Teorema este deci demonstrată. 


2. Integrala forțelor vii. Teorema forțelor vii este de o 
importanță capitală în cazul când există o funcţie de forţe. Fie 
aceasta U (x, y, z.) Ştim că avem în acest caz 


NE v= U (2; Y, z) =U (£o, Yos 20) 
eci 

1 gaa 2 
sm v aym v U e E G, Yo 20) 


1 1 , 
mw —U (ay 2) = 5 mos =U Goo 20). 


Vedem astfel că funcția . mu — U(x, y,:2) rămâne 


constantă pe tot timpul mişcării şi constitue în consecință o 
integrală a problemei. 
Dacă V este potenţialul avem 


d i 
m vè V = const. 


i „Aşa dar, când rezultanta forţelor care lucrează asupra 
NI unui punct admite un potenţial, suma, forţei vii. şi a potenţialului 
| rămâne constantă pe tot timpul mișcării. 


3. Conservarea forţei vii. Când există o funcţie de forţe, 
travaliul este în general nul dacă punctul revine la suprafața 
de nivel de la care a plecat. Deci, în asemenea caz, avem 


m v? = a wv = 0 adică v? = v 


ceea ce arată că, în valoare absolută, mărimea vitezei rămâne 
aceiași ori de câte ori mobilul traversează aceiași suprafață de 


nivel. Tr » i X . LI . . .. a a. 
In aceasta constă principiul zis al conservării forței. vii. 


Este însă necesar pentru ca acest fapt să aibe întotdeauna loc, 
ca suprafeţele de nivel să nu se întretae unele cu altele. 


-~ 
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4. Notă asupra integralei forțelor vii. Egalitatea 
l 2 2 
TIU av: = mw = U (x, Y z)— U (To, Yor 20) ne dă 


1 y 7 
3 mv? = 2 mv” +U (x, Y, z) TU) (20 Yo zo). 
+ 


Cum primul membru este esențialmente pozitiv, rezultă că 
punctul mobil nu poate eşi, în mișcarea sa, din regiunea de 
spaţiu definită prin inegalitatea 


1 à z 
3 Mvo + U (x, y, 2) — U (So Yo z) > 0. 


Când această regiune nu coprinde întreg spațiul, ea este 
limitată de suprafața 


1 
> mv” AF U (x, Y, z) =W (To Yo» Zo) =O 


care depinde de poziția inițială a punctului și de mărimea yi- 
tezei sale inițiale, însă este independentă de direcția acestei viteze. 

Aplicaţiune. Fie un punct material supus numai acțiune» 
greutăţii. Luând axul Oz vertical, avem 

X=0, Y=0, Z=—mg. z 

Traectoria este, după cum se ştie 
(pag. 45) conținută în planul de- 
terminat de viteza iniţială şi de 
greutatea punctului. 

Funcția de forţe este Fig. 36 

= — mg& + const. 


iar suprafeţele de nivel sunt planurile orizontale z = c, după 
cum s'a mai spus, 


Teorema forţelor vii ne dă 
1 


o mo — = mv, = — mgz + m920 
de unde deducem, ca integrală a mişcării, 
v? + 2gz = vo + 2g2o = const. 
Funcţia de forțe fiind o funcţie uniformă de v, mărimea 
vitezei v redevine aceiaşi, în valoare absolută, când mobilul 


revine la acelaşi plan orizontal. Pe de altă parte, cum 


vo — 2g(2 — 20) > 0 şi prin urmare 2 <z ai rezultă, că 


24468 — 4 
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oricare ar fi direcţia vitezei iniţiale, punctul se va găsi întot- 
V? 
2g 
Dacă zo = o, valoarea 2% r intă fnălțj 

Zo » valoarea gy reprezintă înălțimea la care se 


deauna dedesubtul planului orizontal de cotă zę- 


ridică punctul material când este asvârlit vertical în sus, de 
pe planul zOy, cu viteza vo 
` IV. REZUMAT. 


Iu rezumat avem 7 ecuațiuni, care pot în anumite cazuri 
să ne procure integrale de ale mişcării. Aceste ecuațiuni sunt 
următoarele : 


d dx = d di 7 | 
(1) ar(m a) e E ar(m Gh =N ahm a) 


care corespund teoremei cantității de mişcare proectată pe trei 


axe, apoi 
d „dz di 3 z 
ea 2 J az 
a dă dz sa HGS 
©) ae | me e 


d d dx 5 SI 
= Pl a ao 


care corespund teoremei momentelor cantităților de mişcare în 
raport cu 3 axe dreptunghiulare, și însfârşit |. 


(3) d (zm) — Xde + Ydy + Zdz 


sau dI = dọ care corespunde teoremei, forțelor vii. 


V- ECHILIBRUL UNUI PUNCT MATERIAL LIBER. 


Să considerăm un punct în mişcare. Se numese poziţii de 
echilibru acele poziţii în care forțele care lucrează asupra 
punctului îşi fac echilibru, adică au o rezultantă nulă. In astfel 


de poziţii, punctul va fi realmente în echilibru dacă-l vom 
presupune lipsit de viteză și aceasta, trebue subînțeles. 


Dacă X, Y, Z sunt proecţiile rezultantei forţelor, pozi- 
țiile de echilibru sunt prin urmare definite prin sistemul de 
ecuaţii 

(1) XESTO Y=o, Z =o: 


Să presupunem că există un câmp de forțe. In asemenea 
caz, componentele X, Y, Z sunt funcțiuni numai de cordonatele 
z, y, z ale poziției punctului. Rezolvind în raport de x, y, z 
sistemul de ecuațiuni (1) obținem una sau mai multe poziții 
care vor fi poziţiile de echilibru. 


1. Definiţia stabilității de echilibru. O poziţie de echilibru 
A este zisă stabilă, dacă aşezând punctul într'o poziţie infinit 
vecină de A şi abandonându-l forțelor, după ce i s'a imprimat 
mai întâi o viteză inițială foarte mică, punctul ia o mișcare 
infinit apropiată de poziția A. In cazul contrariu, poziţia de 
echilibru este zisă nestabilă. 


2. Teoremă. Când există o funcție de forțe, orice poziție 
care corespunde unui maximum al acestei funcții, este o poziţie de 
echilibru. stabil. 


Prin ipoteză 
òU òU dU 

X ToT: Y y’ Aa dz 
U fiind funcția de forţe. Poziţiile de echilibru verifică sistemul 


de ecuaţii 


ele corespund deci unui maximum sau unui minimum al funcției 
de forţe U (x, y, 2). 

Fie A o poziţie corespunzând unui maximum a al funcției 
U. Intro poziţie Ao infinit vecină de A, valoarea funcției U 
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este G—S0 So fiind infinit de mie şi 

să imprimăm punctului o viteză fo 

apoi acţiunei forţelor. 
Punctul se va pune în 


pozitiv. In poziţia „A, 
arte mică v, abandonându-l 


mişcare. A A 
Fie după un timp oarecare, a—s valoa- > aE, a£ 
rea lui U şi v viteza punctului. Potrivit e A 
teoremei forțelor vii, avem Fig. 37 i 
1 Seul | 
3. Mo mw = (ae) (ae) : 
adică ; l | 
ii 1 : 
gm v= > m v? F se. 


1 
{v 2 . . . . A 
Insă 3 mw este „pozitiv. Deci e “este mai mie decât 
1 2 4) í 
g "vo F & şi rămâne astfel infinit de mic. Valoarea a—s a 


funcției U fiind în consecință infinit apropiată de valoarea a, 
rezultă, că poziția punctului va rămâne infinit vecină de po- 
ziția de echilibru A şi echilibrul va fi stabil. 

Potențialul fiind prin definițiune egal cu —U, un maximum 
al: funcției. de torţe corespunde la un minimum -al potenţialului. 
Teorema de față mai poate fi deci enunțată în felul următor: 


Când, forţele aplicate unui punct material liber admit un 
potenţial, orice pozițiune a punctului care corespunde unui 
minimum al potențialului este o poziţiune de echilibru stabil. 

Exemplu. Un punct M este atras de un punct fix O cu o 

forţă F proporţională cu distanța 

dz Cei ERE M TI OM şi este animat în momentul 

iniţial de o viteză care trece prin 

O. Mişcarea este evident reetilină 
şi dacă luăm punctul O ca origină, avem 


M pa 


Funcția de forțe este 


Fig. 38 


U= -4 k œ? + const. 
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Ea este maximă pentru v= o, deci poziția O este o 
poziţie de echilibru stabil. 


Dacă forța F să fi repulsivă, am avea F = kw, funoția 
de forţe ar fi U = să lke +c şi valoarea v=o n'ar mai 


corespunde unei ani de echilibru stabil, U fiind minim 
pentru v = o. 
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III. MIŞCAREA ŞI ECHILIBRUL UNUI PUNCT PE 0. 
SUPRAFAȚĂ SAU PE O CURBĂ. 


I. MIŞCAREA PE O SUPRAFAȚĂ. 


Fie un punct M supus unei rezultante de forțe F. Dacă 
punctul este obligat de a rămâne pe o suprafaţă S, el va de- 
serie o curbă (C) trasă pe suprafaţă, care nu este traectoria 
punctului în mişearea sa liberă sub acțiunea forţei F. Aşa dar 
suprafaţa exercită o acţiune asupra punctului, care modifică 
acceleraţia mișcării sale libere. Acţiunea, suprafeţii este deci 
echivalentă unei forţe N aplicată în M, care compusă cu forţa, 

F dă o rezultantă coprinsă în planul 

osculator al curbei din punctul M şi 
(c) \S egală cu mw, w fiind acceleraţia punc- 

tului în mişcarea sa pe curba (C). Mis- 

carea punctului va putea fi considerată 

ca o mișcare liberă, descrisă, sub acțiunea 

acestei rezultante, numită fortă motrice. 
Forței F, i se zice forță direct aplicată. 

Când suprafața este perfect netedă, N este o forță nor- 
mală, suprafeței. In cazul contrariu, forța N are o componentă 
tangențială curbei (C) în sensul contrariu mişcării, care cores- 
punde la ceea ce se numeşte frecare. In cele ce urmează vom 
presupune că nu există frecare. 

In virtutea principiului acțiunii și reacţiunii, acţiunei N 
a suprafeței asupra punctului, îi corespunde o reacțiune P a 
punctului asupra suprafeţei, egală şi direct opusă lui N. Acea- 
stă reacțiune este zisă presiune a punctului. 


N 
Fig. 39 


Arata 


Li 
1. Ecuațiile diferenţiale ale mișcării. Fie suprafaţa 
E (w, y, 2) = o. Cosinusurile directoare ale normalei la supra- 
față au ca expresiuni (axe dreptunghiulare) | 
(5) 
dy 


AR oE oR —- 

To w dz VŒ (2 
s aa a aA AND 

Se va şti în fiecare caz, după natura problemei, care semn să 


se ia înaintea radicalului. 
Ecuațiile mişcării punctului pe suprafaţă vor fi 


dx N ÒE 
MAN Arde 
day N òE 
m ae Rae ae 
dez N oF 
za e AD e d 


deci 4 ecuaţii pentru determinarea necunoscutelor Bi, e şi N 
în funcție de t. ; 
Dacă eliminăm pe N, obţinem 


dy r dy. d2z 
(1) m 7] pa X sa m de T Y i nu Tipa Z « 
> E a RILE 
x dy Oz 
adică 3 ecuaţii, împreună cu F(,y,z) = o. Cele 2 ecuaţii 


diferenţiale introduc 4 constante. 

2. Se profită adesea de ecuaţia suprafeței pentru a se 
exprima v, y, z în funcţie de dei parametri arbitrari: 

D= p (a, 6), VE pla, 6), CAE o(a, 6). 
Se formează atunci 


dr dy dez 
de’ dë’ dh 


da dB d'a ÆR 


în Aee de o, 6, gi ar! a! dă 


care se introduc în ecuaţiile (1). Integraţiunea ne va da pe 
a şi @ în funcție de t și de 4 geo arbitrare, acestea cores- 


punzând valorilor Choo Eo (72), G „din momentul iniţial. 
$ 0 
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3. Aplicațiunea teoremei forțelor vii. Este esenţial de re- 
marcat că în aplicaţiunea acestei teoreme nu se va ține soco- 
teală de acţiunea N, căci ea fiind normală curbei (C), travaliul 
ei este necontenit nul. Vom avea deci 


| t 
e pa 7 r 
D ale | (X da +Y dy + Zdz) 
o 
unde X, Y, Z vor reprezenta numai componentele rezultantei F 
a forțelor direct aplicate. 
Dacă forţele direct aplicate admit o funcţie de forţe 
U (x, y, 2), atunci se obţine o integrală a mişcării 
1 
z — UM, Y, => MV? — U (Tos Yo 20) = const. 
care dă valoarea lui v? în fiecare punct al traectoriei. 


4. Presiunea pe suprafață. Să considerăm sistemul de trei 
axe dreptunghiulare format de tangenta MT la traectorie, de 
normala MN a suprafeţii şi de dreapta MS perpendiculară pe 
planul TMN. 

T Fie F; , Fn, F, , componentele 

forței F pe cele trei axe şi N ac- 

(e țiunea suprafeței asupra punctului 
mobil, îndreptată după cum sa 
spus pe MN. 

Normala principală a curbei 
este situată în planul NMS. Fie & 
unghiul pe care îl face eà cu MN. 
Acceleraţia totală w a mobilului având 
ca proecţii: 


Fig. 40 


i pe MT, 4 cosf pe MN şi x sin 6 pe MS, rezultă, înmul- 


ţind cu m şi egalând cu proecţiile respective ale rezultantei celor 
două forţe F şi N, 


p2 2 


2) m E, m. 6058 =N + Fa, m sin f= Fi 


Ecuația a doua ne dă pe N. Presiunea P, egală şi direct 


opusă lui N, va avea prin urmare ca valoare 
y2 
P=—N= Fn —m R cos fi. 


v2 DRE . 
Forţa — m R» îndreptată pe normala principală a curbei 


şi spre exterior, este zisă forța centri fugă. Presiunea pe supra- 
faţă este deci egală cu suma proecțiunilor pe normala la su- 
prafaţă a forţei centrifuge și a forţei direct aplicate. 

Fn este presiunea statică. Prezenţa forței centrifuge este 
ceea ce deosebește presiunea statică de presiunea dinamică. 

Observând că R = Rn cos (teorema Meusnier) R, fiind 
raza de curbură a secţiunei normale a suprafeții (plan TMN) 
ecuaţia a doua se mai poate serie 

m a =N + fF. 
"Dacă există o funcție de forță U, avem v? — 2 (U +7), 


h fiind o constantă, aşa că dacă se cunoaşte Rn şi F, se poate 
calcula N şi deci P. 


5. Caz particular. Dacă punctul se mişcă numai în virtutea 


unei viteze inițiale, adică dacă presupunem F = o, atunci 
F:, Fs şi Fa sunt nuli şi cele 3 ecuații (2) ne dau 
. 2 . 
m =o, sin 0=o, mi = N iar R = Rpr 


deci: 1°) mişcarea este uniformă; 2%) normala principală a curbei 
este normală suprafeței, deci planul osculator al curbei este 
normal suprafeței şi curba este o linie geodezică; 30) presiunea 
devine egală cu forța centrifugă. 


„Notă. Dacă punctul nu este legat suprafeței şi se mişcă pe 
una din fețele ei, este necesar, pentruca 
punctul să rămână pe suprafață ca forța 
N să fie îndreptată spre regiunea unde 
punctul poate părăsi suprafața. Când N F 
devine nul, punctul părăseşte suprafaţa şi Fig. 41 
mişcarea devine liberă. ' i t 


N 


II. ECHILIBRUL UNUI PUNCT PE O SUPRAFAȚĂ. 


a). Condiţia de echilibru este ca forța F să fie normală 


suprafeţei, căci atunei rezultanta totală, adică, 


N rezultanta forţelor F și N este nulă, dacă 
si presupunem punctul lipsit de viteză. In con- 
Fig. 42 secinţă, însemnând prin X,Y,Z componen- 


tele forţei F condiţia de echilibru se exprimă 
prin ecuaţiile, 


X Y Z 
Ter a cu F (x, y, z) = o. 
da dy dz 


Dacă X, Y, Z sunt funcțiuni numai de æ, y, z, acest 
sistem de trei ecvații ne dă valorile æ, y, z ale pozițiilor de 
echilibru. In cazul când rezistența suprafeței este unilaterală, 
trebue să mai exprimăm că forța F este îndreptată spre regiunea 
unde punctul nu poate pătrunde, sau că această forță e nulă. 

b). Dacă forțele direct aplicate admit o funcţie de forțe 
U (x, y, z) condițiile de echilibru devin 


ou ou au 
ÒL Ò Oz 

1) = e S o an (4, Y, 2) = 0. 
dz dy 02 


Cele două dintâi ecuaţii exprimă că în ori ce poziţie de echilibru, 
normala la suprafaţă este normală şi suprafeţii de nivel sau, 
cu alte cuvinte, că suprafaţa de nivel este tangentă suprafeţei 
F (æ, y, 2) = 0. Ducând suprafeţele de nivel tangente suprafeței 
date, punctele de contact vor fi chiâr poziţiile de echilibru. 


Teoremă. Ori ce punct a/ suprafeţei F (x,y,z) = o unde 
funcția de forțe U (x, y, 2) este maximă, constitue o poziție de 
echilibru. stabil. 

Dacă în funcția U(z,y,2) înlocuim pe 2 prin valoarea 
trasă din ecuaţia F (v, y,2) = 0 U devine o funcţie de œ şi y- 
Maximul și minimul lui U sunt date, după cum se ştie dìn 
Algebră, de cele două ecuații 


po 
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òl d 3. dU dU 


y ł- i dy + ET dz = 0 
) le F Fò 
T dx + y dy + 35 dz = o 


între care se elimină dz şi se egalează apoi cu zero coefi- 
cienţii lui dæ şi dy. Ori, asemenea operaţie ne conduce la sis- 
temul de ecuaţii (1). Aşa dar punctele suprafeţei F (x, y, z) = o 
unde funcţia U (Œ, y,z) este maximă sau minimă, corespund po- 
zițiilor de echilibru. 

Rămâne să demonstrăm că punctele unde funcția U (æ, y, z) 
este maximă corespund echilibrului stabil. Demonstrația, bazată 
pe aplicaţiunea teoremei forțelor vii, este la fel cu aceea pe 
care am dat-o pentru punctul material liber căci, şi în cazul 
de față, travaliul nu depinde decât de forțele direct aplicate și 
prin urmare numai de variația funcției U. 

Exemplu. Un punct material obligat de a rămâne pe o 
suprafață, este supus numai acțiunii gravitaţiei. 

Luând axul Oz vertical şi îndreptat spre zenit, avem 
U = — mgz + c, deci poziţiile de echilibru se obţin ducând 
planuri tangente orizontale suprafeței date, aceste planuri orizon- 
tale fiind suprafețe de nivel. În punctele de contact unde z este 
minim, funcția U este maximă şi echilibrul este stabil. 


III. MIŞCAREA UNUI PUNCT PE O CURBĂ. 


1. Ecuațiile mişcării. In caz când nu există frecare, acțiunea 
N a curbei asupra punctului este o forță normală, adică con- 
ținută în planul perpendicular tangentei MT în punctul M. 
Rezultanta forțelor direct aplicate F şi 
acțiunea N trebue să ne dea prin com- Ny 
punere o forță situată în planul osculator 
şi având ca valoare mw, w fiind accele- 
rația mobilului. Mişcarea punctului poate 
, fi considerată ca liberă sub acțiunea forțelor Heva 
Eai N, rezultanta lor fiind forța motrice. 
Insemnând prin X, Y, Z proecțiile forței F şi prin a be 
cosinusurile directoare ale acţiunei N, ecuaţiile mişcării în raport 


©) 


FE 


ZSE 


cu un sistem de axe dreptunghiulare vor fi 


2 
SE KEUN 


mia > Yak BN 


(22 = 
mia = A+ eN 
eu a += şi a dx + b dy + c dz =o. care exprimă 
că forța N este perpendiculară tangentei MT. 


La acest sistem de ecuații se adaogă -ecuațiile curbei, fie 
sub forma 


fi (£, y, z) = 0, h(x, Y, 2) = 0 
fie. exprimând pe z, y, z în-funcţie de un parametru variabil 
x= p; (0), y = (0), z = p; (a). 


Cazul I. Cele 7 ecuaţii ne dau valorile z, Ia A 0, C 
şi N în funcţie de t. Pentru a elimina pe a, b, c şi N, vom serie 


aN da + bN dy + cNdz = o0 


òf, òf, of, iz: 
az d + oy WY + op o 


of, dæ + Xe dy +% d= o. 


or dy 
j TAUT dzy 4 
Inlocuind pe aN, bN, cN prin m AB -X, ma — Y 
m a -7 şi eliminând pe dz, dy, dz, obținem 
Aka CON E i Caz Să 
m dE rT X m dte — Y 1a dÈ Z 
of, of. of. = 0 
IZA dy 22 
Ofa fa fa 
| ÒL : òy oz 


ecuaţie care împreună cu fij (x, y, 2) = o şi Ja (x, Y, a) = one! 
dă valorile cordonatelor x, y, z în funcție de tyi de 2 constante 
arbitrare, Una din constante corespunde poziţiei inițiale, care 
fiind pe curbă pretinde pentru precizarea ei o singură condiţie, 
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iar cealaltă constantă arbitrară corespunde vitezei iniţiale, care 


fiind tangentă curbei se găseşte precizată tot printr'o singură 
condiţie. 


Cazul II. Sistemul celor 8 ecuaţii ne dă pe £, Y, Z; b, c; 
N şi a în funcţia de t. 

Ecuația 

ada + bdy + cdz = o 
se scrie 
a pu (a) +b pa (a) + cps (a) = 0. 

Dacă pentru forțele direct aplicate există o funcție de 
forţe U, atunci, însemnând prin 4 o constantă arbitrară, avem, 
potrivit teoremei forțelor „vii şi, ținând socoteală că în aplicația 
acestei teoreme. forța N nu intervine, ea fiind perpendiculară 
direcţiei mișcării, 


v? = e (U =A) Dea TOR 


adică T 
de)? dy 2 EN 
şi prin urmare G 
2 1)2 da z 
[ez depre TO so 


din care deducem pentru sea o valoare: de forma Si = F (a), 


de unde 


a 
Smara RE 
Această ecuație ne dă pet în funcție de a şi invers, pe 
a în funcție de t. Ecuațiile curbei ne dau atunci pe z, y, è în 
funcție- de t. 


Procedeul se aplică şi în cazul când forța depinde numai 
de poziţia mobilului, adică atunci când 


X = F, (22), Y= F, (®, y, 7). Z = F, (x, y, 2). 


Avem, în adevăr, 


X=0,(0), Y=0,(0), Z = b; (a) 


şi travaliul total 


g. 
AS | Xde + V dz + Zda 


LAT) 
este tot o funcție de a, aşa că egalitatea 


1 > « 
mo, = vu = 9 ne dă =- v= ý (a). 


v| = 


Obținerea lui v? depinde, după cum se vede, de o cuadra- 
tură, ceea ce nu se întâmplă dacă există o funcție de forțe. 


2. Presiune pe curbă. Presiunea punctului pe curbă este o 
forță egală şi direct opusă acțiunei N a curbei asupra punctului. 
Pentru a-i afla valoarea procedăm astfel: 


Descompunem forța direct aplicată F în 


5 BE, dù 
componenta el tangențialä F; = m m SI 


în componenta ei din planul -normal, Fr - 
Compunerea forței Fn cu forța N ne dă 

5 = v? : 
forţa centripetă Ep = m R Vedem atunci 
că presiunea P este rezultanta forței cen- 


trifuge Fep = — Fep şi a forței Er- Aşa 
dar: Presiunea punctului asupra curbet 
mes este rezultanta forței centrifuge și a com- 


ponentei din planul normal a forței direct aplicate. 

Dacă există o funcție de forțe, se cunoaşte v? şi se poate 
caleula prin urmare imediat presiunea. 

Exemplu. Punctul M descrie un cerc intrun plan vertical 
sub acțiunea greutății F; el pornește din M, cu viteză 
nulă» 


Fie N acţiunea normală a curbei asupra punctului. Forţa 
motrice este rezultanta R a celor două forțe F şi 


N. Sub 


— 93 — 


efectul ei, punctul M descrie în mișcare liberă cercul dat. 


Avem O M, 
U = mgz + const. 


: Ma îi 
deci g mw = mgz de unde 
vè = 2 gz. 
Pe de altă parte, luând ca sens € P 
pozitiv direcția OM vedem că = 
: z Femg 
Fn = mg sin ð, deci Fig, 45 


E 3 va 5 2 gz 
P= mg sinb +m 3 = mg sinb hm g 


Cum însă z = ?} sin, putem serie 
P = mg sin ð +2 mgsinð adică, în definitiv: P = 3 mg sin 8. 
Această formulă arată că în punctul C, unde presiunea 
statică este mg, presiunea dinamică este egală cu 3 mg. Rezul- 
tanta forțelor N şi mg, în acest punct, este deci îndreptată dela 
C spre O şi egală cu 2mg. 
Insfârşit, în punctul Mọ. viteza fiind nulă, forța centrifugă 
este şi ea nulă şi presiunea, se reduce la componenta normală a 
greutăţii. Aceasta fiind însă și ea nulă, conchidem că în punctul 
Mọ, nu există nici-o presiune. 


IV. ECHILIBRUL UNUI PUNCT PE O CURBĂ. 


Poziţiile de echilibru sunt acelea unde forța F este nor- 
mală curbei, căci atunci rezultanta forțelor F şi N este nulă, 
dacă presupunem punctul lipsit de viteză. 

Condiţia de echilibru este prin urmare 

; X dx + Ydy + Zdz=0 
X, Y, Z fiind proecțiile dreptunghiulare ale forţei F. 

a). Dacă curba este dată prin ecuaţiile fi(@, y, 3 = 0, 

fale, y, 2) =0, diferenţialele du, dy, dz satisfaco celor două 


ecuaţii 


EE Ieă 


- 


af da au dy + da = o 


ar do + $h dy +? de =o. 


Eliminarea lui n dy, dz între cele trei ecuații care conțin 
aceste diferențiale, ne dă 


X Y Z 
òh df òf 
| da òy - oz =F 0} 4 


dx òy 0z | 


Dacă X,Y, Z sunt funcțiuni date de x,y,z, această 
ecuație împreună cu cele 2 ale curbei, determină poziţiile de 
echilibru. 

b). Dosis curba este dată prin ecuații de forma 


e= g(a) , y= Pa (2), z = p; (æ) 
crt de echilibru se serie, 
X pu) + Nea) + Dea) O 
ecuaţie, care în caz când X, Y, Z sunt funcții de x, y, 2, este 


de forma pla) = o. “Rădăcinile acestei ecuaţii corespund pozi- 
ţiilor de echilibru. 

Notă. Când există o funcție de RR pentru forțele direct 
aplicate, avem în cazul echilibrului pe o curbă aceleaşi teoreme 
ca în cazul echilibrului pe o suprafață. 


Die 


IV. FORȚĂ DE INERȚIE. — MIŞCARE RELATIVĂ. 
I. FORŢĂ DE INERȚIE. 


Când învârtim o piatră pe care o ținem în mână, simțim 
foarte bine că piatra apasă asupra mânii și această apăsare, 
potrivit principiului acțiunii și reacţiunii, este în tot momentul 
egală și direct opusă forței care prin mijlocirea mânii fi dă 
pietrii mișcarea ei de rotaţie. Astfel, piatra se găseşte supusă 
în fie ce moment unui anumit efort F, iar mâna la un efort 
F' egal și direct opus lui F. Acest efort F' se numeşte forță 
de inerție. 

Cuvântul de forță de inerție a fost bine ales, căci reae- 
ţiunea care a primit acest nume este cu adevărat forţa pe care 
un corp o exercită asupra noastră în virtutea inerţiei sale, când 
căutăm a-l scoate din starea de repaus sau când încercăm a-i 
modifica mărimea, direcţia, ori sensul vitezei de care se găseşte 
animat (pag. 10). 

Fie, pentru a preciza mai bine această noţiune, A un punct 
material şi B un alt punct care acţionând asupra lui A îi dă 
acestuia o anumită mişcare. Dacă m este massa punctului A şi 
w acceleraţia mișcărei sale, forța care acţionează punctul este 
F = mw. Forţa de inerție a punctului A va fi o forță F 1, egală. 
tot cu mw, însă direct opusă forței F şi aplicată în punctul B. 

Eur e O SE e Aa d 
Fig. 46 


Dacă æ, y, z sunt cordonatele punctului A în raport de 
3 axe dreptunghiulare, proecţiile pe aceste axe ale forţei sale 
de inerție vor fi 


Li 


448 — 5 


— 06 — 


di dy diz 
— 9 pass — / mpa -r Ay 
i TR? m ia’ mă 
„dar proecţiile acestei forțe pe tangentă şi pe normala principală 
a traeotoriei punctului, vor fi respectiv egale cu 
dv i v? 
A: ȘI — m 
cea dintâi fiind forța de inerție tamgenţială, iar cea de a doua 
forța de înenţie centrifugă. 


II. MIŞCARE RELATIVĂ. 


După cum ştim de la teoria mişcărilor relative din Cine- 
matică, avem 


(wa) = (w) + (we) + (we). 
Inmulțind cu massa m, obținem 


(mwa) = (mwr) + (mwe) + (mwe) 
sau 


(Ea) == (F; ) H (Ee) + (Pe) 


Această egalitate exprimă că forța care dă punctului mişcarea 

sa reală, este rezultanta forței care fi dă mișcarea relativă 1), 
a forţei care îi dă mişcarea de antrenare °) şi a forței care îi 
dă mişcarea complimentară. 


Deducem 


(1) (Œ) i (Fa ) IF (—Fe ) ap (=F. ). 


Forța — Fe este egală și direct opusă forței Fe pe care 
o imprimă sistemul de axe mobile punctului M în mişcarea sa 
de antrenare. Ea, este prin urmare egală cu forța de inârţie a 


1) Adică mişcarea așa cum esto ea văzută de un observator antrenat cu 
axele mobile şi care raportează mişcarea punctului la acele axe considerându-le 
ca fixe, 

2) Adică mișcarea ce dobândeşte punctul când îl presupunem invariabil 
legat axelor mobile, 


Li 


lui M din această mişcare şi a primit numele de forță de iner- 
ție de antrenare, Cealaltă —F,, egală şi direct opusă forţei 
Fe, a fost denumită de Coriolis; forță, centri fugă, compusă, deși 
nu se vede destul de bine pentru ce a fost denumită astfel; 
totuşi numele a rămas, 


Formula (1) corespunde teoremei următoare: 


Mișcarea relativă a unui punct poate fi tratată ca o mișcare 
absolută față de axele mobile de referență, dacă se adaogă forţei 
Fa care lucrează realmente asupra punctului, forța de inerție de 
antrenare — Fe și forța centrifugă compusă — F, (Coriolis). 


Cum pentru observatorul din sistemul fix, singura forţă 
care lucrează asupra punctului este forța F,, celorlalte două 
— Fe şi — F. li se zice forțe aparente. Pentru observatorul 
însă antrenat cu axele mobile, aceste forţe par efective, ca 
componente alături de Fa ale forţei F, care produce mișcarea 
relativă. 

Forţa centrifugă compusă se anulează bine înțeles în 
aceleași cazuri când se anulează accelerația complimentară 
We = 2, 0 vr sina. Aceste cazuri sunt următoarele trei!) : 

1) o = o; mişcarea de antrenare a sistemului mobil este 
o translație; 

2) vn =:o0; punctul: mobil este în repaus relativ; 

3) a = o; axul instantaneu de rotaţie, al mişcărei de 
antrenare, este paralel cu viteza relativă a punctului mobil. 
Exemplu: un punct căzând spre pământ şi obligat de a rămâne 
pe suprafaţa unei uşi care se învârteşte în jurul unei verticale 
din planul ei (linia balamalelor). 

1. Ecuațiile mişcărei relative,: Dacă O x y z este un sistem 
de axe mobil şi însemnăm, în raport cu acest : sistem, prin 
X, Y, Z componentele forţei din mişcarea relativă a punctului, 


Ka, Ya o] Za n » » » absolută » 

Xe; Nen Ze n n n » de antrenare ca 

Xes Yop Ze A pie „ complimentară p 
>? 

avem 


t) Cinematica, Pag: 178. 


sa 08 a 


AL a dy 
X =m dă? Y,;=m dn? Z= m Vă 


şi în consecință, potrivit egalităţei (1): 


dx 
m Că = Xa — Xe — Xe 
w= Y-Y- y, 


d2z 
m aR Za = Ze = Ze. 


m 


4 


Aceste 3 ecuaţii sunt ecuaţiile mișcărei relative. Valoarea 
fiecărei forţe se determină căutând pe aceea a accelerației din 
mişcarea ce-i corespunde și înmulţind-o cu massa m. 


2. Echilibru relativ. Viteza relativă fiind necontenit nulă, 
avem F, = o şi F. = o, prin urmare 

(Fa) + CF. )=o0 
adică 

Xa — X. = 0, Xa Ye=o, Za — Ze =0. 


Exemplu. Să presupunem că un punct M este în echilibru 

VĂ relativ faţă de planul OMZ care se învârteşte 

în jurul axului OZ, cu viteza unghiulară 

Se -= constantă w. Forța Fe este mro? şi avem 

* Fa = Fe. Punctul se găseşte în echilibru re- 

J a abnag lativ sub acțiunea forței Fa şi a forței de 
Sni inerție de antrenare — Fe . 


Fa 


Rig Hs Notă. Când se aplică mişcărei relative 


teorema forţelor vii, să se observe că forța centrifugă compusă 
mu intervine, căci travaliul acestei forţe este nul, ea fiind per- 
pendiculară vitezei relative şi deci direcţiei mişcării. 


$ 
i 
| 


V. EXEMPLE DE MIŞCĂRI. 
PUNCT LIBER. 


I. MIŞCARE RECTILINĂ. 


Ecuaţie. generală: 


1. Forță constantă. Mișcarea verticală a unui punct greu 
în vid. Vom presupune că în momentul iniţial, adică pentru 


(da - Eo 
= 0, avem %=0 şi (= = vy, miscarea fiind ascendentă. 
0 


x Axul fiind îndreptat în sus, ecuația mişcării 
H va fi 

dr dei X a 
i m g= "g> căci X = — mg. 


Obţinem succesiv, prin integrațiuni , 
m 
y da de 
DI) 7 aI sau di Vom gt 
; i 
apoi: = vot — 5 gt” 


Fig 48. deci mişcarea este uniform variată. 
Punctul se sue până când viteza lui devine nulă: 


dx = 

v= u Vo 90 - de unde to 
valoare pentru care T 
3 calde 


Invers: 
Pentru ca punctul să atingă înălțimea A trebue să luăm 


35 = h, adică să asvârlim punctul cuʻo viteză vo egală cu V gh. 


Din H punctul va cobori pe aceiași verticală, Funcția de 
forțe fiind = — mg + const., aplicația teoremei forțelor 
vii ne dă 


1 2 


1 2 
g mu — mo = —mga 


adică v“ = v — 2 gx 


egalitate care arată că la aceiaşi valoare a. lui z, corespunde 


aceiași valoare absolută pentru v, fie că punctul se ridică fie 
că se coboară. | 


Aşa dar mişcarea de coborire „este reproducerea mișcării 
de suire. 


Egalitatea v? = v — 2 gx rezultă de altfel şi din elimi- 
narea lui ¿ între cele două ecuaţii de mai sus: 
; 1 
v=v gt şi o= vot — y o 
In cazul mișcării descendente , fără viteză inițială, luând 
pe Oz îndreptat în jos, ecuaţia mişcării va fi 


dr 
m gp "9 
de unde, prin integrațiuni, 
i 1 t E RA 
v= gt ş v= pgi m eE 
2. Forță funcție de timp: X = F (¢). 
Avem succesiv - 
d? 1 
mi = E) sau “n m FF: 
RE a E 1f rO dt 
T O ò 
t 
dæ 1 Sy i a 
E 0 + | Pod 


D= Lo = | Ņ(t)dt adică =t po dt. 
0 f : à o 


3, Forță funcție de poziția mobilului: X =F (2). 


dx le dr 
dă ~ F (2) sau m a i dt = F (x) dz 
adică 
1 da N2 
d.3m (i) = F (x) dz ; 
deducem 


care este integrala forțelor vii, funcția de forțe fiind 


U= | (a) dz + const. 
Astfel 


deci 


şi prin urmare 
dz 


di = T > 6 = i TO fo(s); ETOR 


Exemplu. Atracție proporțională cu distanța mobilului la 
un centru fix. 


Fie O centrul fix. Se dă X = — kz, k find ca e 
Condiţii iniţiale: t = 0 , & = o (punct Mo) ve 
: M. Mo 
e—a 
e F 
Fig. 49 
Ecuația mişcării este 
} dt 
m IE = — kw, sau gg = Oe 


punând = 


>na 


Regăsim o ecuație care ne este cunoscută din Oinematică 


dela studiul mişcării vibratoare simple. Ştim că 


integrarea ei 
>s 


2 = a Cos (ot + a) ; a şi a. fiind constante arbitrare. Pu- 
tem serie e = A cos ot + B sin ot. Exprimând că petru t= 0 


avem v= vy şi v = v, obținem: 
` da 
vo = À l v= (7) = a d 
o ŞI Vo (i N, Bo de unde B . 
Deci soluția generală, cu fcondițiile inițiale în evidență, 
este 
1 a Vo >» k 
(1) x = x cos wt + sinot cu o=V =. 
w m 
. . . .. 4 
Aplicaţiunea teoremei forţelor vii ne dă 
ot! Bat 
3 mo — > m = UU, 
unde ; 
g? 
U=—| kx dx =— k z = const. 
deci 
4 Oe 1 Cp d ze e T2 To? 
z mM — y mw =k tk y 
sau 


k k 
Do S E a O 


“In definitiv, mişcarea este vibratoare simplă, durata unei 
oscilațiuni complecte (dus şi întors) fiind - 


2r m 
i Te aa. 


Această durată este deci independentă de condițiile ini- 
fiale ale migcărei. 


Pe de altă parte, dacă v) = o avem potrivit ecuaţiei ge- 
nerale (1) 
z = Vy 008 ot 


gi, plecând dela t=o, vedem că cea mai mică valoare a lui è 


: sai t . E 
pentru care œ devine nul este : = yp, adioă t = p: valoare 


— 13 = 


independentă de poziţia iniţială, Aşa dar, oricare ar Ji poziția 
inițială Mo, dacă punctul pleacă din această poziţie fără viteză 
iniţială, el va pune totdeauna același timp ca să ajungă în O. 
Se zice pentru aceasta că mişcarea este tautocronă, 


4. Forță functio de viteză: X = F (v). 


Avem 
d?o d 
| mi = F (v) sau m T = F (v) 
deci 
i dw ; ” dv 
dt = m pg? tm | &) 
adică 


t = b (v) de unde v=e(t) 


şi prin urmare 
t 
D oe SE a pac Lo dt. 
Dacă voim direct pe z în funcţie de v procedăm astfel: 


i dv 
da = v dt = v. m pt i 


deci 3 
Eo = il E (0) f giy = f(v). 
° v F 0) 


Exemplu. Căderea verticală a unui punct greu întrun 
mediu rezistent. ie st AE EE 
Presupunem rezistența proporțională. cu patratul vitezei, 


punând 


Condiţii inițiale: t = 0, £o = 0, v = 0. Avem, 
R}. succesiv, i 


dx l D 
M M da m g, O mo 
l d 
mă | a= fe (eo) 


k? k k-et A : 
fai (1) dt = m "AZ S) ta EI Log (Tt) căci. v= ð. 
Fig, 50 


ai AA 8 


Deducem: 
| 
9 LU. 
k4-v 0 t k Ss | 
k—»w y 29 ; 
e li di | 
sau . 
ga 
(2) pi de 3 k e k =g k 
ET e T i 
epet i 
Mai integrând odată, se obține 
| O o 
k k 
. k2 e Ir E 
3 D= —L (e pe 
| 6) pi 2 


Formulele (2) şi (3) dau pe v şi pe x în funcţie de t. 
Putem găsi direct o relaţie între v și «: 


i a Elite d ke (—2v)dv 

dr vdt Ni op Mami 7 ea 
şi, prin integrațiune, : 
$ k2 k? k2 


Formulele (2), (3) şi (4) dau soluția complectă a problemei. 
Formula (2) arată că viteza v tinde către k când t creşte ne- 
contenit. Deci mișcarea tinde a-deveni uniformă. 

Constanta k reprezintă de altfel viteza pentru care R 
devine egal cu mg. 


II. MIŞCAREA IN PLAN. 


1. Forță constantă. Mișcarea proecti/elor în vid. Un. pro- > 
' ectil, asimilat unui punct material, este asvârlit din O cu o 
viteză vo înclinată de unghiul a pe orizontala Oz Să luăm axul 
Oy vertical și îndreptat în sus. Avem drept condiţii inițialele: 


da UN ea 
1=0 ; v=o, Y= O; (T), = Vg COSO , (7), = v sin a, 


= 7 = 


Cum singura forţă aplicată este greutatea mg, ecuațiile 


ų ` ý 2 

mişcărei vor fi: m z = 0, m Y= — mg. 
Traectoria. 

Din ecuațiile miş- 

cărei, simplificate 

cu factorul m, 

deducem succesiv 


SZE [N 
prin integraţiune:0 P B 
Fig. 51 
dt a dy Sik 
de 7 Vo COS A= O, q osm a = — gt 
apoi | $ 
X = Vo É cos a, y=v tsin a — i. 


Ecuațiile acestea două se puteau scrie și imediat, observând 
că fără intervenţia greutăţii, proectilul ar fi parcurs indefinit 
tangenta MT cu o mişcare uniformă de viteză v ; efectul greu- 


tăţii este prin urmare acela de a obor neîncetat proeetilul 


de o cantitate egală cu ic = g (At)? în timpul: At, şi 


prin urmare de cantitatea = gt? în ul te Deci 
; : 1 
x=OT cos a= vtcosa şi y =TP-TM =v, t sina — z g. 


Eliminarea: lui t între z şi y ne dă 
1 x2 
y =x tga — 59 ozcosta 
ecuație care reprezintă o parabolă cu axul vertical. 
+, Bătaia OB, Se obtine făcând y = o în ecuația traectoriei; 


deci, ) 


al =0 și D= aa cos? a, tg Q 


adică 


pl = OB = sin 2a. 


— 16 — 


Bătaia S cimš T 
este maximă pentru 2a= 5) adanan tă 


atunci OB = 2, 
9 


Săgeata AS. Este valoarea, ordonatei y pentru a = 9B _ 
VR - 
37 sin 20, Aşa dar 

y=AS=2% sin 2 ata Lp disin!24 
2) 2 > 4gv,2c0s'a 
adică 
LOR Fe 
AS ag sin'a. 
Săgeata este maximă pentru « = = când AS = adică 


egal cu jumătatea bătăii maxime. 
Valoarea vitezei întrun punct al traectoriei. Avem 
Jde? dy 2 : 
P= (r ala (SI = (vg cos a) + (vo sin a — gt)? 
sau a ERTA 
Se 2 ja: 9 . ; 1 2 
VI = Vo 2 g (vt sina— T) 


deci 


v= v? — 2 gy. 


Această ecuație se putea obține încă şi mai direct prin 
aplicaţiunea, teoremei forţelor vii, care ne dă în adevăr imediat 


1 2 1 2 : 
T W so vo = —m9yY 


adică v=o? —2 gy: a 


Viteza are, după cum se vede, aceiaşi valoare în punctele 
traectoriei care au aceiași ordonată y. Ea are prin urmare în 
punctul de cădere B aceiași valoare ca în origina O. Cu înce- 
pere din O, viteza descrește necontenit până în vârful S al 
traectoriei când y are cea mai mare valoare. De altfel, viteza 
în punctul $ fiind orizontală, 'este dată imediat de ecuația 


dæ 
-— = LI 
- di = Vo 008 4 


care exprimă că proecția orizontală a oricărei dintre viteze 
este constantă și egală cu vg cos d, 


Viteza nu se anulează deci niciodată, afară numai de cazul 
particular când a este egal cu =, adică în tragerea verticală. 
Ecuația 2? = v? — 2gy în care facem v=o ne dă pentru 
acest caz y = E, valoare de ordonată care nu aparține în 


adevăr decât traectoriei verticale și care reprezintă, după cum 


ştim, înălțimea maximă la care se suie proectilul aruncat ver- 
tical în sus. 


Atingerea unui punct. Se cere unghiul a sub care trebue 
asvârlit proectilul, cu o viteză dată vo, pentru ca traectoria sa să 
treacă printr'un punct M” de cordonate 4, y'. 

Valoarea lui œ rezultă bineînţeles din ecuaţia 


| ` 4 la 
| > tea 79 Raoa 
sau 
4 g! 
L=! tg a — ga (1# tg? a). 
We tgan aaga p(l. otga) 
Deducem : 
2 v? 2 92 
(1) tg? a= T tga + aa +1=o. 
Pentru ca problema să fie posibilă trebue să avem 
vo? 2 ea UR 
de unde 


Să considerăm curba 


Aceasta este întăşurătoarea curbei (1) când variem pe « E) 


1 Infăgurătoarea unei curbe AA? -t 2 Bà O0 este B2—A0C=o. 


— 78 — 


Vo? 


Ea este (0) Da bol: 1 văl fi (18 )( j ? 
ra É 


29 
focarul fiind în O, iar para- 
Vg? 
g 
Trebue ca M’ să fie situat 
dedesubtul acestei curbe. A- 
tunci sunt două traectorii 
care trec prin M', corespun- 
zând celor 2 valori œ date 
de ecuația (1). Dacă punctul 
Fig. 52 este situat pe curba înfăşu- 
rătoare, cele 2 valori œ se 


confundă , fiind egale cu rădăcina dublă: 


metrul egal cu OB = 


Parabola CB este zisă parabolă de siguranță. Se poate 
ușor demonstra, geometriceşte că cele două unghiuri o, şi æ de 
pe figură sunt egale unul cu altul. 


2. Curba balistică. Se numeşte astfel traectoria pe care o 
descrie în aer un proectil, asimilat unui punct material de 
aceiaşi greutate ca proectilul. 

In mişcarea ša, punctul material întâmpină din partea 


aerului o rezistență R direct opusă. vitezei sale și funcţie de 


această viteză, pe care 
să o reprezentăm prin 
meF(v), c fiind o cons- 
tantă. Punctul fiind astfel 
supus acţiunii forțelor mg 
şi mc F (v), ecuaţiile miș- 


Y 


cării sale sunt x 
dx 
m aa > Me E (v) cos 7 Fig, 53 
d . 
m H = — m c F (v) sin t — mg. 
doilea 


Acest sistem de ecuații diferențiale de ordinul al 


— 79 = 7 


poate fi înlocuit prin următorul sistem de 4 ecuații diferențiale 
de ordinul întâi: 


di _ dy S A 
di! 2.008 3 de > U 
d (CIORI), — c F (v) cost 
dt 
A 5) =— cF (v)sint— g 


care determină pe v, y, v şi T în funcție de t, cu condițiile 
inițiale 
i v=0, 0=0 9 v= boy GS. 
Putem înlocui ecuația a patra prin următoarea, ce se gă- 
seşte dacă înmulțim ecuația a patra cu cost şi o seădem din 
ecuația a treia înmulțită cu sint: 
(a) v de. — — g cost. 
dt 
Această din urmă ecuație se poate dealtfel deduce direct 
din proecția mișcării punctului material pe normala MN. Avem 


în adevăr, însemnând prin p raza de curbură în M, 
y? 
mi > mg cos 7 


însă 
GA) 2 US O di 


PA ee qi 93 dU de RER CE 
şi înlocuirea lui p prin — pa în egalitatea precedentă simpli- 
ficată cu m, ne dă pe (æ). 
Să observăm în sfârşit, că împărțind ecuaţia a treia prin 
ecuaţia (a) obţinem 
d (v cos i ar 0 ee 


Această din urmă ecuaţie nu conţine decât variabilele v 
și 7. Ea este ecuaţia diferenţială a hodogratului 2) în cordonate 


1) Se ia semnul minus înaintea membrului al doilea, deoarece s creşte 


de f 
când t descrește, aşa că derivata qr este negativă. 
2) Oinematica, pag. 62, 


si 60); a 


polare, de oarece v este raza vectoare a unui punct al hodo- 
grafului şi + unghiul lui v cu direcţia fixă Oz, 

In definitiv, vedem că soluţia problemei de față depinde 
de integraţiunea următorului sistem de ecuaţii diferenţiale: 


(1) da = v cos t dt 

(9) dy = v sin t dt 

(3) d (v cos o) = vF) de 
(4) v d t =— g cost dt. 


Dacă putem integra ecuația (3) adică ecuația diferențială 
a hodografului, singura care nu conține decât două variabile 
v şi T, atunci rezolvirea complectă a problemei se reduce la 
simple cuadraturi.. In adevăr, trăgând pe dt din ecuaţia (4) și 
înlocuindu-l apoi în (1) şi (2) găsim 


Oa Aa 
(5) demin g COST 
(6) slilaab de=—* dr 
(7) i R i dy == tgr. dr 


așa că dacă am avea integrala ecuaţiei (3) adică ecuaţia ho- 
dografului în cordonate polare 

v=) 
atunci înlocuind pe v în ecuațiile precedente prin + (7) am ob- 
ţine prin nişte simple cuadraturi expresiile elementelor t, œ şi y 
în funcţie de t. 

Câteva particularităţi ale curbei balistice. Presupunem că 
rezistenţa aerului R și deci F (v) este o funcţie continuă, cres- 
cătoare, anulându-se și devenind infinită odată cu v. 

4. Viteza orizontală v cost descrește necontenit. In adevăr 
cele două ecuații (3) și (6) i 
d (v cos t (=v F (v) de 


du = = % de 


— ‘i — 


ne dau prin diviziune 


d (v COg 1) _ CE (p) 


dx EE r ur 


Membrul al doilea fiind totdeauna negativ, rezultă că 
v cost descrește necontenit când æ creşte, In vid, s'a văzut că 
v cost păstrează din potrivă o valoare constantă. 


2. Fie M, şi M, două puncte ale curbei balistice situate 
pe aceiaşi orizontală, Vitezele v, gi v, din cele două puncte, 
inclinärile t, si ta ale tangentelor pe orizontală gi distanțele 
M,A și M,A ale punctelor la săgeata traectoriei nu sunt egale 
între ele ca în vid şi avem | 


vi> vz, Ti (Ta, M, A > M,A. 
a). Să aplicăm în adevăr 
teorema forţelor vii între M, şi M,. Y 
Cum travaliul greutăţii mg este. 
nul, punctele M, și M, fiind la 
același nivel, avem, însemnând 
prin s; și s, lungimile de arc de la 
origina O a curbei balistice până 
la cele două puncte: 


O 


Se 
4 Fig. 54 
m wua == | Rds Š 

$ 


travaliul elementar al rezistenței R fiind negativ şi egal cue 


— R ds. 4 
Deci ; 
v — o Lo 
şi prin urmare ; 
v) Vz: ec 
b). Plecând dela ecuaţia (7) 1ce: anos mit? 
dy = tgr.ds 
sau 


tg. dt — d dy 


24408 ~ b 


=a 


să integrăm dela M, la vårf, adică dela t; la zero. Obţinem 


Us 
f] 
Log cos 7, = — | “i dy 
Yı 


şi în mod analog, integrând dela M, la vârf, 


Ys 
Log cos t, = — | EA dy. 
Ya 


Ori, după cum am văzut mai sus, pentru 2 puncte situate 
pe aceiaşi, orizontală, viteza în punctul de pe ramura urcătoare 
este mai mare decât viteza din punctul de pe !ramura  coborâ- 


toare, deci fiecare element 2 dy al integralei a doua este su- 


perior elementului corespunzător-al integralei întâia, de unde 
rezultă, ținând seama de semne, că 
Log cos t, > Log cos-t, sau COS T| >. COS T, 
şi prin urmare 
EGR 
c). Să integrăm. de asemenea între M, şi S şi între M, și 
S expresiunea 
dæ = dy cotg 7 
Avem, ţinând seama că Yz = y], 
Ys 


M A= | cote Tdr 


Yı 


şi 
N 3 Y> $ “(Us 
AM; = |, cote T dr= f- cotg= dT. 
- Yı 
Raţionând ca la litera b) ajungem imediat la concluzia că 
M, A> AM,. 


3. Viteza, poate să treacă printr'un minimum dincolo de 


vârful. traectoriei. 
Din ecuaţia diferenţială a hodogratului 


d (v cos 7) =z 2 Fl) d: 
deducem 


dv u ; Ce ; 
U cos | sine Th HO) l ; 


APE CAN AEN 


t 
g 
ş 
S 


m LD „zi 


Pentru ca viteza să poată trece printr'un minimum, trebue 
să avem 
do 
de =O 
egalitate care nu poate fi satisfăcută decât pentru 7 <o, adică 
dincolo de vârf. 


” deci sint + F (v) = 0 


4. Traectoria are o asimptotă verticală, la distanță finită. 
Avem în adevăr 


T 2 at 
s=] Z dr şi y=- tgrt dr. 
t I to I 
Ori, când 7 tinde către valoarea — E tgrt tinde către 


infinit și prin urmare integrala a doua devine infinită la limită, 
pe câtă vreme prima integrală rămâne finită. Aşa dar, când 
T , : s pe . y esy 

t = — 3, urba admite o asimptotă verticală la distanță finită. 
Toate aceste particularități ale curbei balistice dovedesc, 


că atât mişcarea pe această curbă cât şi forma generală a curbei 
diferă cu totul de mişcarea în vid. 


Cazul când rezistența aerului este proporțională cu o putere 
a vitezei, 


Să presupunem că avem 


R= mc F (v) = me ss 


n 


k fiind o constantă, In acest caz, ecuaţia diferențială (3) a ho- 
dografului l 


d (v cos/7) = z v F (v) dr 


d (v cost) _ c on 
aD a A 


devine integrabilă. In adevăr, devizând. ambii membri ai ei 
prin ph cos” t! T, obținem = 


d (v cos 7) ing E de 
(ocosr)n+i gkn cosh + ir 


= y a 


ŞI integrațiunea acestei ecuaţii între limitele tọ și 7, ţinând 
S p4 A 3 Yv 
eama că pentru T= 7, avem v = v), ne dă 


1 1 cn [ dr 


(o cosr)n (va cos to)” lin ro COSA H1 r X 


Avem astfel o relație câre ne permite să calculăm pe v 
în funcţie de , adică să determinăm ecuaţia hodografului 


v= 9 (7). 
După cum am mai spus, problema poate fi atunci com- 
plect -rezolvită prin cuadraturi, căci ecuaţiile (5), (6) şi (7) ne dau 


3. Atracţiune invers proporțională cu patratul distanței mo- 
bilului la un centru fix, direcţia vitezei iniţiale fiind oarecare. 

Acceleraţia fiind centrală, ştim că traectoria este o curbă 
plană şi că legea ariilor are loe în 
planul curbei, adică 


Yy 


dă 
r = = const. 


dt R 
. . v m € 
Prin ipoteză F = — F 


însemnând prin k o constantă pozi- 
tivă. Cum există o funcție de forțe 


E mk 
— 20: dr = FAAN const. 


—. 85 = 


) 


Ori, după cum sa văzut în Cinematică la paragraful: 
acceleraţiilor centrale, 


tiy 
c 2 | pi : 
(4) ici E i C ] 


Egalând pe (1) cu (2) obținem 


' | Ce tară j 
JE (aray ge ee pi 


ecuaţie diferențială care ne dă pe r în funcţie de 0. Integrala 
a i ai : ; 
ariilor. r sgp ~ C în care vom înlocui spre ex. pe r în funcţie 
de ð ne-va da pe 0 în funcţie de t. 
Este însă mai simplu de a proceda în felul următor: 


co a), Determinarea - traectoriei. Aplicarea formulei lui Binet 
ne: dă „ei Sigan . aoisiuni 


oT aistra St 2 — 
mk Om |1 SER 
Nita Fu Ea saga, Ei a ici E | ar d 52 | 
qa posen anh | | 
1 
je. SALN a 
ar de TAU 


Putem serie: 


Aee EN 

r c2 a ui, k ) 
A l E 

5 i o . SA dx 2 i 

şi comparativ cu ecuaţia cunoscută pp = — wa în care o a 

fi egal cu 1, obţinem prin integraţiune gate 


1 k 


k 
A e aT a OE (0 — a) 


e şi a fiind constante arbitrare, -Deducem ' 


T 


— 80 — 


c? 
1 + e cos (0 — a) 
deci traectoria este o sectiune conică având unul din focare. în 
centrul fiv. 

In formula precedentă putem oricând presupune pe e ò o 
căci altfel nimic nu ne împedecă de a mări pe a cu 180 de 
grade pentru a sehimba 
semnul cosinusului, Un- 
ghiurile 0 şi æ sunt cele 
arătate de figură; e este 


T = 


a: AN c? 
excentricitatea iar g pa- 


rametrul. | 
b). Determinarea con- 
stantelor arbitrare, on- 
Fig. 56 diții inițiale: rọ, 9%, Vvo 
Sọ, însemnând prin s un- 
ghiul vitezei v cu raza vectoare OM. Ecuația traectoriei con- 
ține 3 constante arbitrare C, €, şi a pe care trebue să le de- 
terminăm. Formulele pe care le vom utiliza sunt: 
1 k k 
a) E a E cos (0 — a) | 
din care deducem i 
i , 
de 
ke . 
-m = œ sin (0 —a); 
1 
ae zis dr Cl a Chat (Rt OA d su 
(2) v cos: 8 m > adi ie dta dai TR, db 
re sin (0— a); 
a d GECI: 
(3) VIBID 8,3 AI dacă i ie 


Introducând valorile inițiale, cele trei formule (1), (2) și 
(3) ne da ` 


de unde deducem 


C = To Vo Sin 89 


O 


: To 092 SIN sp COS e 

e sin (0, — a) = J vo COS Eo = ae 
c2 (1 k To Vo? sin? so 

e cos O= hE Sa g a mi: 


Prima formulă jne dă valoarea lui c. Celelalte două determină 


pe & şi pe e. 
Dacă ridicăm la patrat pe cele două din urmă și le adu- 


näm, găsim | 
= To? 002 sin2 so- f 2k 

pes (28 ae) 

ceea ce arată că traectoria, va fi o elipsă (| — e? >> o) o pa- 

rabolă (1 — e? = o) sau o hiperbolă ( 1— e? < o) după cum 


o 2k ` SaS 3 D X 
cantitatea -= — v va fi pozitivă, nulă sau negativă. Cum această 
0 A 


cantitate nu depinde de s,, vedem, ceea ce este foarte important, 
că natura secțiunii conice pe care o descrie mobilul nu depinde 
decât de distanța inițială r, si de. viteza inițială vo iar nu și 
de direcția £y- a acestei viteze. 

y 2, Pe de altă parte, mărimea 
axului cel mare a, fiind procurată 
de egalitate cunoscută din geome- 


tria analitică: 


2 f 
zi > al (Le Sai) 
T 
9 care dă 
; 1 k(l —.e2) 


avem, înlocuind pe c? și pe | — e? prin valorile lor precedente 


ca EA e fobii (9 A aL 2 __Do2 
a 102 Va? sin2 eg kè (Up Vo ERETO k 


Vedem astfel că şi a este independent de &. Conchidem din 
acest fapt şi din cel precedent, că dacă diverse puncte materiale 
pornesc din aceiași poziție inițială cu aceiași 'viteză, în diferite 


direcții, ele descriu toate secțiuni conice de aceiași natură și 
având același ax mare. 


c). Expresiunea cordonatelor în funcție de timp. Ecuația 


CEZ ac Bi CEE i = d ; 
traectoriei combinată cu integrala ariilor r? qp ~ c ne permite 


a exprima pe r şi pe 0 în funcție de timp. În Astronomie!) se 
procedează altfel. Se exprimă r şi 6 în funcție de o variabilă 
auxiliară u şi se determină valoarea lui u în funcție de timp- 
Să, efectuăm această operaţie, presupunând că traectoria 
q2 
ar fi o elipsă. Inlocuind parametrul. S— prin a (1 — e?) ecua- 
ţia conicei raportată la axul ei cel mare ca ax polar (a = o) 
este 
a(l— 2. 
ih T TE Tel cos6 
1 Ori, tro: elipsă r este întotdeauna, coprins între a (1 —e) 
şi a (1 4- eh) aşa că putem pune 5 
(0) oase a (i osi) 
şi egalitatea 


ad =) 


a (l — e cos u) = 1 + e cost 
ne dă pentru 6: 
aini cosu — e 
(2) como 1 — e cosu 


et $ 


1) Vom vedea în capitolul următor că problema „de față interesează 
mişcarea planetelor, 


Maia ial a Sr male) a ao = all. ko). 


a 


BeN: 22 


de unde 


(2) bis 


VA — 2 sin u 


sin 6 = -— ; 
| — ecos u 


Ne trebue acum u în funcție de timp. Ne servim în acest 


scop de integrala ariilor r? d 0 = cdt, calculând mai întâi pe 
d în funcţie de u. 


Ecuația (2) diferențiată, ne dă ţinând socoteală de (2)bis 
Va — e 
d Tooo du 
deci ` 


Alp aa că pe VASE gi) a apa 


1 —.e cosu. 
(1 — e cosu) du şi, potrivit. integralei ariilor, 
a? VISE (1 —e cos u) du = c dt 
său Hidro ay malului, P aa 2 du i 


punând pentru prescurtare 


c. 
a yI= e = N. 
Integrațiunea ecuației diferențiale precedente ne dă însfârşit: 
(3) u—e sin u = nt + Yy ; 
y fiind o constantă arbitrară, 

d). Incheere. Ecuațiile (1), (2) şi (3) ne dau soluţia com- 
plectă a problemei, căci ecuaţia (3) ne dă pe u în funcţie de t 
iar ecuațiile (1) şi (2) pe r și pe 8 în funcție de u. : i 

“Ecuaţiei (2) i se substitue de obicei o formulă mai comodă, 
servindu-ne în acest :scop de relaţia trigonometrică 


ci piu Oa aosi 
deo Tecos À 


care ne dă, înlocuind pe cos 0 prin expresia sa (2), 


0 de a ASA 
emm Vize 6 mo 


sai 00), a 


In definitiv dar, soluția problemei este dată de sistemul 
de ecuații 


r=a (l—e cos u) 


6 l+e u 
SE e ETAIT 


u—esnu=n +y. 


c 
Putem da constantei n = a Viza O formă foarte simplă, 


observând că potrivit formulei ştiute din Cinematică: A = ar ct, 


valoarea lui c este egală cu îndoitul ariei descrisă de raza 
vectoare într'un timp, divizată prin acest timp, aşa că dacă raza 
vectoare descrie aria întreagă a elipsei 


R b Cru d dă 
x ab=ra? (©) S GCP 2) 


şi însemnăm prin T durata revoluției punctului pe orbita sa, 
avem 


_2ravi—e 
> Sp 
şi prin urmare 
ia ui 
PSAT 


Cantitatea n se numeşte viteză unghiulară : mijlocie . şi 
productul nt este, zis miscare mijlocie a punctului mobil. 
In Astronomie, unghiului 0 i se zice anomalie adevărată 
iar unghiului u, anomalie excentrică. 


m MIŞCARE IN SPAȚIU. 


Atracţiune proporțională cu distanța mobilului la un 
centru fix, direcţia vitezei inițiale fiind oare care. 


n) E = a (1e). 


Zile 


Luăm centrul fix ca origină a unui sistem de axe dreptun- 
ghiulare. Forţa de atracție F trecând prin O, suntem în cazul 
acceleraţiilor centrale. Oricare 
ar fi legea pecare ar urma-o 
forța, ştim că mişcarea este 
plană şi că legea ariilor are 
loe pentru orice plan trecând 
prin punctul O. Planul curbei 
este determinat de vectorul vi- 
tezei iniţiale și de punctul O, 


Fig. 58 


Să cercetăm în particular cazul când F = kr. 


Cosinusurile directoare ale lu F fiind — pi Ar A+ Pra 


ecuaţiile moer ak: se scriu 


X 

oreng 

l SRETAN ` y 

` de lea 


„dea Z 
ga n ( RTA 


adică, punând a =P na 
de oan 3 day: 2 mc d2z i k 
PE A T A poa S 


ecuații pe cari le cunoaştem din Cinematică, dela mişcarea 
eliptică în spațiu. Integrațiunea ne dă 
z= aq cos (wt +a), y =b cos lot +8), z = c cos (ott y) 
a, b, c; a, B, y fiind 6 constante arbitrare care se ‘determină 
prin condițiile inițiale £o, Yo, Zo; 20, Y'o, Zo- l 

Aşa dar mişcarea este eliptică, -iar proecția ei pe axe dă 
trei mișcări vibratoare simple. Centrul elipsei este în puntul O. 


VI. MIŞCAREA PLANETELOR. — GRAVITAȚIA 
UNIVERSALĂ, 


1. Legile lui K&pler. Legile mişcării planetelor. au fost date 
de Kepler în anul 1618. Aceste legi deduse din observaţiile 
astronomice ale lui Tycho-Brahé sunt în număr de trei şi se 
enunță în felul următor, considerând planetele și soarele ca sim- 
ple puncte materiale: 


1°. Planetele se mișcă în planuri trecând prin soare şi razele 
veotoare duse din soare descriu arii propor- 


A ae P tionale cu timpul, 
DON 2. Orbitele planetelor sunt elipse, soa- 
a ga rele ocupând unul din focare; 
30. Patratele duratelor de revoluţie 
Fig. 59 ale planetelor în jurul soarelui, sunt propor- 
ționale cu ouburile axelor mari ale orbitelor ce descriu. 


Din aceste legi, Newton a dedus legea forţei care produce 
mișcarea în felul următor: 


Consecința legii, întâia. Ştim, că atunci când un punct se 
mişcă într'un plan în aşa fel că raza veetoare, care uneşte mo- 
bilul eu un centru. fix din plan, descrie arii ` proporţionale cu 
timpurile, acceleraţia și deci forța care solicită mobilul trece 
necontenit prin „punctul fix. ~; 

Din açeastă. teoremă și din prima lege a lui Képler, re- 
zultă că forța care solicită o planetă trece necontenit prin soare. 


Consecința legii a doua, După această lege, traectoria pla- 
netei este o elipsă, cu soarele  într'unul din focare. Insemnând 


e 
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prin p parametrul şi prin e excentricitatea elipsei, avem deci 
ca ecuaţie a orbitei, în cordonate polare, luând polul în soare, 


Linn 
1 -+ e cos 9 


p = 


Ori, potrivit formulei lui Binet, forţa, centrală care pro- 
duce mişcarea are ca expresiune 


1 
(2 — 
m ce? 1 Bi 3) 
F e(a d 92 


c fiind constanta ariilor şi m massa planetei. 
Inlocuind în această expresiune pe 
1 
1 E Ta 

apus Ba Be a 02 


prin valorile ce rezultă din ecuaţia elipsei, adică 


1 
Aa up ecost d au = _ecos 
TART DR CUL a p 
se obţine N 
! DU i 
Ptptn 


valoare negativă, care corespunde prin urmare unei forțe atrac- 

tive. Aşa dar, în conelusiune: Forţa eare solicită o planetă este 

atractivă și intensitatea ei variază, în raport invers cu patratul 
distanţei dela planetă la soare. 

t Å A Yv i e 

Potrivit expresiunii forţei, s'ar „părea că coeficientul Ep. 


variază dela o planetă la alta; legea . treia a lui Kepler va 
stabili că acest coeficient rămâne acelaşi ori care ar fi planeta 
considerată. 


Consecința legii a treia, Fie a şi b lungimile semi axelor 


elipsei descrisă de planetă; avem p= sa 


Pe de altă parte ştim că constanta ariilor, o.» este egală 
cu îndoitul ariei descrisă de raza vectoare întrun timp oare 


Ey 


ú Să Vl a : 4 : A 
re $, divizată prin è. Dacă prin urmare însemnăm prin T 
durata unei revoluții complecte, avem 


cea grab 
A T 
Şi ca urmare 
Ag T? q2 b2 a? 
ra TO y 
a 


` OAA .. . . r 3 
Ori, potrivit legii a treia a lui Képler, raportul 5 este o 


constantă. In consecinţă, expresiunea lui F devine 


m k 
pn 


; Ca 
însemnând prin & valoarea constantei TA Așa dar: Forţa care 


solicită ori ce planetă este o atracțiune proporțională cu massa 
planetei şi invers proporțională cu patratul distanţei dela pla- 
netă la soare. 


2. Gravitația universală. După ce a stabilit legea forțe: 
care produce mişcarea planetelor, Newton şi-a pus problema 
următoare. 


3 Ji gg i TG Sy i Š 
«Să se afle traectoria ce descrie un punct material soli- 


km 


citat de o forță centrală și atractivă F = — -m > 


Noi am tratat această problemă la capitolul precedent şi 
am văzut că traectoria poate fi o elipsă, o parabolă sau o hì- 
perbolă, după cum diferența = — v este pozitivă, nulă sau 
negativă, 

Cum cometele descriu în jurul soarelui elipse foarte alun- 
gite sau parabole, cu focarul în soare, Newton sia întrebat 
atunci dacă legea forței care produce mişcarea cometelor nu 


este identică cu aceea a mişcării planetelor; R 
Ori, observaţiile astronomice au probat că legea ariilor 


are loc şi în cazul cometelor. Aşa dar expresiunea forţei mo- 
trice este și pentru comete tot 


iar raportul “i s'a dovedit pe de o parte a avea aceiaşi va- 


loare pentru toate cometele, iar pe de altă parte a fi egal cu 
acela care corespunde mișcării planetelor. 
Newton a găsit astfel că legea 


km 
F.= = 72 


este o lege generală pentru planete şi comete, coeficientul k 
depinzând numai de soare și reprezentând atracţiunea, !soarelui 
asupra unui punct de massă egală cu 1 aşezat la unitatea de 
distanță. Sri 

„Mergând mai “departe, Newton a cercetat Şi mişcarea sa- 
teliților în jurul planetelor. Considerate ca absolute, aceste miş- 
cări sunt eliptice şi verifică şi ele destul de sensibil legea 
ariilor. Așa dar ori-ce planetă atrage sateliții săi proporţional 
„cu massele lor și invers proporţional cu patratul distanței sa- 
telitului la planetă. Fie cărei planete îi corespunde un coeficient 
particular de atracţiune A, așa că forța de atracție a” planetei 
asupra unui ‘punct de masă m,, așezat la distanţa, r; de planetă, 


iz Am ; 
este L: 
egală cu ma 


Cum planetele atrag sateliții și ori-ce corp de pe supra- 
faţa lor, ele atrag desigur și soarele... - 

Fie M massa soarelui şi m massa unei planete; & coefi- 
cientul de atracţie al soarelui şi A acela al planetei. Soarele şi 
planeta fiind așezate la distanţa r, atracţiunea soarelui asupra 


o : „AM ` 
planetei este n şi aceea a planetei asupra soarelui ZE Ori, 
aceste două atracţii sunt egale între ele, potrivit. prineipiului 
acţiunii și reacţiunii; deci avem 


k N 
km = AM sau M A 
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Asociind soarele altor planete de masse m, m... Şi Ca 
raoterizate prin coeficienţii de atracţie N, X), ... vom găsi un 
şir de raporturi egale 

k A N N! 
A iz Ra m lau 71 Mal ct 
însemnând prin f valoarea comună a raporturilor. 

Atracţiunea mutuală dintre soare şi o planetă oarecare 
poate prin urmare să fie pusă sub forma 


Mm 
J- ya 


valoarea coeficientului / fiind aceiaşi pentru toate planetele. 

Newton a generalizat acest rezultat, enunțând următorul 
principiu, cunoscut sub numele de principiul. atractiunei sau 
gravitațiunei, universale: 

„In sistemul solar compus din soare, din a planete și 
sateliții lor, două puncte materiale oarecare se atrag proporţional 
cu masselor lor și invers. proportional cu pattatul distanței dintre 
elet? fii a 

„Constanta de Ar A care. ESANA atracția unității 
de massă asupra, unității de massă la unitatea de distanță, nu 
este o constantă pur numerică; ea depinde de unităţile de lm- 
gime, de timp, şi de forţă (sau de massă). In adevăr, dacă în- 
semnăm prin F forţa, de atracțiune mutuală între două, masse 
m şi m, avem pia 
F = Ji m mi şi pa maea ie ner a 


CI 
Ori, iea isile unei masse în, Tosa) M. K. S. sant 
FL= y Ai dimensiunile lui f sunt, deci date de către pane 
î rege Ba lea Lică adică i E 
ipdi 61) O PIIBE F2 ltd n 


pă? d. 
TAJ 


E rA lui / osia o. "chestiune de Pinică experimen- 
tală, In sistemul O. G. S, avem 


f- (ma) D 


VII. EXEMPLE DE MIŞCĂRI PE SUPRAFEȚE 
ŞI PE CURBE. 


1. PENDULUL SFERIC. 
(Mişcare pe o suprafaţă) 


l. Pendul sferic. Să considerăm un punct material de 
greutate mg ataşat la extremitatea M a unui fir inextensibil şi 
fără massă, cealaltă extremitate O a firului fiind fixă. 

Punctul este în echilibru când firul ocupă o 
poziția verticală OA. Greutatea mg face atunci ; 
echilibru tracțiunei exercitată de fir asupra N/ 
punctului. M 

Dacă depărtăm punctul de poziţia, lui de 
echilibru şi-l abandonăm acţiunii greutăţii, după 
ce mai întâi i-am imprimat o viteză iniţială 779 
oarecare, punctul se va mişca așa fel că distanţa 
sa la extremitatea fixă a firului rămâne con- 
stantă. Avem deci cazul mişcării unui punet pe suprafaţa unei 
sfere de centru O şi de rază OM. Lös 

Acțiunea suprafeții asupra punctului este aceea pe care o 
exercită firul asupra punctului pentru a-l menţine pe sferă. Ea 
este îndreptată pe raza OM, normală sferei. 


A 


mg 
Fig. 60 


2. Ecuațiile diferențiale ale mişcării. Sistem O xyz, drept- 
unghiular, axul Oz vertical şi îndreptat în jos; N, acțiunea 
firului, l, lungimea sa. Avem: 


dr T 
maea NE 

dY en ays 
mie ENA 

as e N if 
n d = Į mg 


oe E E E 


deci 4 ecuații pentru determi- 
narea necunoscutelor w, y, 2 N 
în funcție de t. Aplicaţiunea teoremelor generale şi întrebuin- 


Pip, 61 


2448 — 7 
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țarea cordonatelor sferice ne permit de a înlocui acest sistem 
prin alte ecuaţii mai simple. 


3. Aplicațiunea teoremelor generale. a). Rezultanta forţelor 
mg şi N întâlneşte necontenit axul fix Oz. Momentul ei în 
raport cu acest ax fiind nul, teorema ariilor are deci loe pe 
planul vOy, adică avem 


(1) e E yp i 
c fiind o constantă eo ipti 


b). Forța direct aplicată mg admite funcția de Ec mgz: 
In consecință 


je sa | 
g wW — voi = mge — mgo 
adică 
o (+ a o | TA 
c fiind o nouă constantă arbitrară. 


4. Intrebuințarea cordonatelor sferice. Fie OP intersecţia 
planului vertical MOZ cu planul orizontal Oa. Avem, „pe fi- 
gură, (OH = 1 sin 6) : 

e = l sin 0. cos 

y = l sin 6. sin ọ 

gz = l cos 0. 
Inlocuind pe &, y, 2 prin aceste 
expresii în ecuaţiile (1) şi (2) vom 
obţine 2 ecuaţii în 0 şi ọ care 
vor fi suficiente pentru rezolvirea 
problemei mişcării. De aci, utilita- 
tea cordonatelor sferice. Avem de 


altfel 
i = 1 (cos cos 4 di- — sin o sing FE) 


Ai = l (cost sin 4 2, + sin 6 cos 4) 


S sin d CL 


a 


ao a TAE Aa 1 iunil 
mlocuind pe x,y, s, -m> ar» gr prin expresiunile 
de mai sus, în ecuaţiile (1) şi (2), se obține sistemul de două 
ecaaţii 


(a) fain: 0-4 —.e!) 


(2) > alea + sint 0 (GH) J= 2g cos0 + d 


care se poate serie, însemnând prin p, 9o, P'o, valorile inițiale 


=> 

= d d 

E jale elementelor 0, -> ar ` 

3 

2 Des sini0 db 2 sin26 y 
= 2 sai ATEA 
= 

= 


(2) te (T) + sin20 (O) = (cos 6 — cos 0) + 


ae + sin? LR . plos: i i 


“Pl, V gi 


Valy, 


iminând pe = obținem ecuația 


a dùn? 2 $ 
sin: 6 Ca) = = (cos 6 — cos6,) sin? 0 + 
(0.2 + sin? 6, 4/02) sin 02 33 sint LN pho” 


care se mai poate scrie, observând că sin?® — sin?®, = 
cos? 6, — cos? 8, ; 


(3) sin?6 (T Ee (cos 6 — cos 6) (1 — cos? 0) + 
E ELENE i 
6'.2 (1 — cos?) + sin26, Y? (cos? 0u,— cos20). 


Inlocuind pe cos 0 printr'o variabilă v, observăm că membrul 


1) Ecuația aceasta se putea sorie imediat, căct potrivit legii artilor 
avem pe TE = o şi r = baint 


pn Pa 

Sa ZA Îi acelei 

a e 
ms A 
eenaa e 
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al doilea este un polinom de gradul al 3le: în v, ale căruia 3 
rădăcini sunt întotdeauna reale. In adevăr, dacă în acest polinom. 
înlocuim succesiv pe w prin 


— œ ; — 1 ; cos 0y ERETI 


găsim rezultate ale cărora semne sunt, respectiv, 


+ 3 ETT ` =- E) ETI . 
Deci, o rădăcină negativă, în valoare absolută mai mare decât 
unitatea, și două rădăcini coprinse între — 1 şi +1: 
= ; cosf, - , cos 8; 


Ca urmare, polinomul se poate pune sub. forma, 


-4 ‘(x + k) (x — cos) (æ — cos8,) 
adică 
(4) n (cos 0 + k) (cos — cos 01) (cos 0, -— cos 8). 
5. Reducerea problemei la cuadraturi. Ecuația (3) în care 
înlocuim membrul al 2!° prin expresiunea (4) ne dă 


i sin 0. d9 


VE (eost + x) (eos 0 — cos 0) (cos 0; = cos 0) 


şi ecuația (1)! ne dă ca urmare | 
db 


dy = sin? By | 
să) T (cos + k) (cosð — cos0,) (eos0, — cos?) 


ape tat cu începere dela momentul inițial, avem 

e AROS megh sin 6 d 

6 t= | ga et bl NCAA is 8 A 
cerci f f Do 


ayaa (cos 0 + A) (cos 0 — cos 0,) (Cos 0, — cost) 


A 


dô ; 
Otita | a 
Oo sinoV/ F (coa0--A) (cos 0—eos0,) (c0s0,—e0s6) 
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Relaţiunea dintre © şi t se exprimă prin mijlocul func- 
țiunilor zise eliptice. 

Din egalitatea (5) se vede că pentru ca ¢ să fie real, un- 
ghiul 6 trebue să rămână coprins între cele două unghiuri 0; 
şi 0, căci cosð +k fiind pozitiv, semnul polinomului de sub ra- 
Ti depinde. numai de acela al productului (cos 0 — cos 0,) 
(cos ð, — cos 0). Așa dar extremitatea pendulului nu iasă din 
zonă orizontală limitată de cele două mici cercuri care cores- 
pund unghiurilor 0; și 0. 


6. Cazuri particulare. 10. Să presupunem 6, = 6. In a- 
cest caz avem 6, = 0, = 6, şi 0 = 0. Polinomul în v trebue 
să admită ca rădăcină dublă pe a = cos. Exprimând că atât 
acest polinom cât şi prima lui derivată .se anulează pentru 
a = còs, se obțin condiţiile 


oo Son gi poz cos 0, = g . 

Pendulul descrie un cere orizontal, cu.o viteză unghiulară 
dy e e O ; 
yp constantă şi egală cu viteza unghiulară iniţială 4, (ecuaţia. 
lie). 

20. Să presupunem 4, = o. Ecuația (1)te: arată că atunci 
dy 


qp este şi el nul şi prin urmare unghiul ọ rămâne, constant; 


ceea ce însemnează că mişcarea se efectuează într'un plan ver- 
tical. Formula (3) se reduce, după eliminarea lui “sin” 6, la 
următoarea fi BITIR i 

dô 


T 
a (cos6 — coste) + 0%? 


și aceasta ne dă legile pendulului circular, pe care le vom stu- 
dia mai jos ca exemplu de mişcare -a unui punct pe o curbă 
fixă o 


II. PENDULUL CIRCULAR. 
(Mişcare pe o curbă) 


1. Dacă depărtând punctul de poziţia lui de echilibru A, 
îl aducem în M,, şi-l abandonăm apoi acțiunei greutăţii fără 
a-i imprima vre-o viteză iniţială, el se va mişca în planul 
vertical MOA pe un are de cere, descris din O ea centru, 

Putem deci privi 
punctul material M ca 
fiind obligat de a se mişca 
pe un arc de cerc, sub e- 
fectul unei forţe egală cu 
greutatea sa. 


Teorema forţelor vii ne dă 


-5 mv? = mg (2—29) 


ică 
Fig. 63 adică 


(1) v? = 29 (z — z). 
Această relaţiune arată că viteza, nulă în punctul Mo, redevine 
nulă în punctul M',, simetricul lui Mọ în raport ev verticala. 
Oz. Rezultă că punctul va oscila indefinit dela M, la My, apoi 
de la M', la Mo şi aşa mai departe. Toate aceste oscilaţii fiind 


identice, va fi suficient să studiem pe una singură dintre ele, 
sau chiar numai mişcarea dela M, la A. 


2. Reducerea problemei la cuadraturi. In formula (1) să 
exprimăm variabilele v și z, în funcţie de unghiul 6. 


Figura ne dă 
zi l eos O, o=: Zo = l cos 0, 
și însemnând cu s arcul MM, (dela M, la M) 


i $ dà 
e = I (@— 0) dei v= § =- 
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Formula (1) devine în consecinţă 


p? (2 A = 2 gl (cos0 — cos 0) 


de unde deducem 


i da d. 
di = — Va DR ee sti Cca E 
2g V cost — cos h 
luând înaintea radicalului semnul minus, de oare ce 6 se miego- 


; . dt i vis 
rează când crește ¢ şi derivata TIE este deci negativă, 


Integrând cu începere dela momentul iniţial, avem 


== ft 

l do 
2 EV | E . 
(2) 29 Jo, V cos 0 — cos be 


Membrul al doilea este o integrală eliptică. 


-3. Cazul micilor oscilaţii. Să presupunem pe 0, foarte mie, 


Atunci și © este foarte mie și avem destul de aproximativ 
02 Ba 
cos0=1—3, cos o = 1 -5 

cos 6 — cos 0, = = (0,2 — 2), 


Formula de mai sus (2) devine 
d6 
=- V za 6,2 — B2 
şi integrând 
AJAA 8 
(3) (= y ge cos şi 


Deducem „E 
o= 6, cos G 


Făcând 0 = o în formula (3), se obține t= VI ; acesta 


este timpul pe care-l pune mobilul ca să ajungă din M, în A. 
Deci durata T a oseilaţiei dela M, la M', va fi 


T= ny 
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Această durată esto, după oum se vede, independentă de 
unghiul inițial Op, însă numai în ordinea de aproximaţie ce am 
admis. 

Dacă într'o localitate do pe pământ, măsurăm direct va- 

+ y A s 
loarea lui T, formula precedenti ne pormite de a calcula pe g. 
Avem în adovir 
“ma 
ge (T) i 


Notă. Ştim că teorema fortelor vii se deduce din proecţia 
mişcării pe tangenta la traeotorie. Daci prin urmare ne servim 
de ecuația generali 


d 
m dt = F; 


pe care ne-o dă această proeoție, vom ajunge după o integra- 
țiune tot la rezultatul po care ni-l dă aplicațiunea directă a 
teoremei forţelor vii, 

Astfel, în cazul de mai sus, proecția mişcării pe tangenta 


din M la arcul de cere, ne dă, T fiind egal dn ; 


— mii = nig sin 0 


adică 
(4) G 
sau i 
p a 27 sin 6. db 


şi integrând 


(a) = a (cos 0 — cos 00). 


Deci aceiaşi ecuaţie la care conduce aplicaţia directă a 
teoremei forţelor vii. 

Când“ este foarte mic, adică în cazul micilor oscilaţii; 
putem înlocui pe sin 6 prin 0 şi ecuaţia (4) devine atunci 
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VN a 
ae a 


Integrațiunea ne dă 
z 
0 = a cos ty 4 +a 
d6 


a şi a fiind constante arbitrare. Condiţiile 0 = 0, şi 1, =o0 
pentru ¿ == 0, introduse în expresia lui O şi a derivatei sale 
T= — N 2 sin (+V £ + a ) 


ne dau 
0, = a cos o 


adică a = o şi a = bp. Regăsim astfel soluţiunea 
SRS 0 = 0, cos eya) 


4. Cazul oscilaţiilor oarecare. Să calculăm acum durata 


oscilațiunii, în cazul când 6, ar fi oarecare. 
Avem potrivit formulei (2) 


2g |, V cos 0 — cos 8, 
dd a 


sau 
T= ya | e i a 
g o \ cos 0 — cos po 
Putem evita funcțiunile eliptice în felul următor: 


Potrivit relațiilor trigonometrice 
to 


2 
= 


1 — cos 6, = 2 sin ° 


: 6 
1 — cos 0 = 2 sin iza, 
ti Le E RR a ai 
1) Observând identitatea acestei ecuații ou ecuația diferențială a miş 
Cării vibratoare simple, putem spune imediat că durata T a unel oscilații 
r ii 
== adică n V T ' 


(Mo la M/) este egală cu == 
s A y y£ 


l 


SAI e PR me, 
a bo ea m 
* sm at e ame ei aa 
ÎN le ia i ar; o 
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avem 


ob 9 Í 
cos 0 — oos 0, = 2 (sin E, sin’ -) ' 


2 
Să schimbăm acum de variabilă, punând 
0 CA y 
(5) sin -5 = sin y sin p 


ceea ce este permis, deoarece de la o la 0y, sin L rămâne tot 


` SA . ( : , 
timpul mai mio decât sin À unghiul ọ va varia dela o la 5 


când 0 variază dela o la 0. 


Deducem 
(6) y cos 6 — cos = V/ 2 sin? “ (1 —sin 209) = sin Ae cos p.V2. 
Pe de altă parte, diferenţiând relaţia (5) obţinem 


-5 cos = de = sin n cos p. d ọ 


şi în consecință 
2 sincope 2 sin y cosp do 


(i) 
cos -y Vy l—sin? Se sin: p 


Ținând seama de egalitățile (6) şi (7) expresiunea lui 
T devine 
q= V2. F ie a 


bo 


V3. sin -3- cos p "Vi — sin? sin? p 


(7) _d6= 


2 sin i cos p 
a? 
adică 
CA T 
T=2 y i i E cl dA 
g À Va = sin sine 
Integrala poate fi exprimată sub formă de serie, după pu- 
terile lui sin 7 . Avem, în adevăr, potrivit formulei bìinomuluis 
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-5 
SU i tg am f ; sin? — că - gin? p+ 22 sin mt e 


4 3.5... (2n — 1) 
sint ọ ags +: paue =i + gin? do. «Sin? p +. 


du această serie este uniform convergentă, dacă punem 
pentru prescurtare 


n 
iign = | * sin” ọ dọ 
0 


avem, înmulțind egalitatea (8) cu dp și integrând, 


ip TA l RRN wane a A C 
Ei 7 TE DN 


1.3.5....2n—1) dia 
eroare era (CFO AI i pla [E 


Se cunoaşte însă din Analiză formula de recurenţă - 


din care rezultă 


Uon. 2 


'3 
U, = ETTE Uo 
3 1 
U? op Uo 


Inmulțirea tuturor acestor pocehtafi între ele ne procură 
formula generală j 


(2n .— 1) (2n — 3)... 3.4 
Mini e TOTO Re a a VW 


t.. 


Insă 
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deci, în definitiv, 


ei A 1, 3... (În — 3) (2n — 1) = 
2n dd, ON) 2n o S 


Aplicațiunea acestei formule ne dă 


Ag i ENSE BN 
TEV eram e G Ea 


Baa ua OEA ele s O; 
E EN sini oit ial 


Când unghiul 0, este foarte mic, se poate reduce paran- 
teza la primul ei termen, ceea ce ne dă valoarea 


i A 
g 


pe care o cunoaştem. Obținem însă o valoare şi mai apropiată, 
dacă luăm din paranteză primii doi termeni, ceea ce ne dă, 


A . „acz ad z 
înlocuind pe sin? -> prin C : 


[EE 62 
í = zarea A) ate 
d (a) 

5. Mișcarea pendulului într'un mediu rezistent. Să presu- 
punem rezistenţa R a mediului proporţională cu viteza şi să 
reprezentăm intensitatea ei prin: mhv: Această forță este în- 
dreptată pe tangenta la traectorie 
şi în sensul invers al mişcării. 

Forţa tangenţială F; având ca 
expresie 

F= mg sind — 2 mhv 
aplicaţia formulei 


dv 
mo ae 


ah 
ținând seama că v = — l zp nedă 


PEA = 
eu sin? o 
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care este ecuația mişcării, Dacă unghiul 0 este 


Joarte mic, avem 
aproximativ 


120 dð 


Soluția generală a acestei ecuații este, după cum se ştie 
din Analiză, 
(2) = Peat + Qef 


P şi Q fiind 2 constante arbitare iar æ şi ß rădăcinile ecuației 


X? + 2hX + Ž =o 


Să presupunem rezistența mediului destul de mică pentru 
ca diferența h? — £ să fie negativă; rădăcinile æ şi 8 sunt 
atunci imaginare şi, dacă Dane 

(3) Lo Rog 
putem serie 

a = — h + ai, B S 
valori care substituite în expresia (2) ne dau 


o peh+ai)t F a 


Insă EOR 
cau cos at + î sin at 
eau cos at — î sin at 
deci : 
B= e | (P Q) cos ath i (P = Q) sin at | 
sau încă 


(4) E (à cos at-+-hB sin at) 
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punånd 
P+Q=A, i (P =Q) = B 


A şi B fiind constante arbitrare. Valorile acestor constante 
sunt date de ecuația (4) şi următoarea dedusă prin derivare 


5 ad —ht 
(5) dr = e t [t B — ha) 008 at — (h B+a A) sin at] 


în care vom face, potrivit condiţiilor iniţiale, 


d 
t = 0, i) = Qi d = 
Obţinem astfel 
h 
A = 0, B = TE 09 
şi introducând aceste valori în (4) şi (5) găsim 
(4) 6=9% căi ( cos at + = sin at ) 
3 a 2 SE pa 
(5X5 g Toe E Es 0, e At sinivatia 


Aceste ecuaţii determină în fie-ce moment poziţia, pendu- 
lului şi viteza sa unghiulară. 
5 PE O 0 a dh 
La sfârşitul fiecărei oscilaţii, avem să = 0, ceea ce are loc 
pentru at = n. Oscilaţiile sunt deci izocrone, ca şi în vid, şi 
durata unei oscilaţii este 


m T 
E 


o 

Vedem că această durată creşte odată cu A, deci este cu 
atât mai mare cu cât mediul este mai rezistent. 

Amplitudinea oscilaţiilor descrește necontenit. Fie a am- 
plitudinea oscilației a n°, la sfârșitul căreia at = nr: Vom 
avea, în valoare absolută, potrivit formulei (4): 


_ Nim 
a 


Xp = o e 
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ceea ce arată că amplitudinele formează o progresie geometrică 
hr 


descrescătoare a căreia rație este e 2, 


III. PENDULUL CICLOIDAL. 


l]. Să reamintim o proprietate a cieloidei, care se demon- 
strează în cursul de Analiză. 


A 


Fig. 65 


Fie Oz axul cicloidei şi Ov tangenta în punctul O. 

Dacă însemnăm prin s arcul coprins între punctul O şi 
un punct oarecare M al curbei, prin z ordonata MP a punetu- 
lui M şi prin a raza cereului generator, avem relaţia 

(1) : s? = Baz. 

Să considerăm acum mişcarea unui punct greu pe cicloidă, 
axul Oz fiind presupus vertical. Vom lua punctul © ca origină 
a spațiurilor s parcurse de mobil. 

Fie a unghiul pe care-l. face tangenta -în M la cicloìdă, 
dusă în sensul arcurilor crescătoare, cu axul Og. Proecţia miş- 
cării pe tangenta MT ne dă- 


Li 


A (2) m E = — mg cos &. 


Insă i 
dz +; din relația (1) meaultă E = za + 
coso = yy ȘI din relația ( zultă y Tar: 


Li 


— 112 — 


Ecuația (2) se poate deci serie 


d?s g 
(8) AR e pal 0: 


. 


Să considerăm pe de altă parte un pendul circular de 
„lungime Z. In cazul oscilaţiilor mici, ecuaţia diferenţială a miş- 
cărei sale am văzut că este 


d?b g 
EE TES 
Cum spațiul parcurs pe cerc este s = 16, mai putem 
serie i 
d2 s g 
de U e săi 


Comparaţia acestei ecuaţii diferenţiale cu ecuaţia (3) arată 
că mişcarea punctului greu pe cicloidă urmează aceiaşi lege ca 
mişcarea punctului greu din pendulul circular de lungime l = 4a, 
în cazul micilor oscilaţii. >. | 

Mai putem zice că mişcarea pe cieloidă se execută după 
legea mişcărei vibratoare simple, durata: T a unui oscilaţii pen- 
dulare fiind | 


gomo. s ziq „iseisuo 78 
I 4 
ba 4a 


Această durată este în mod riguros independentă de po- 
ziția inițială a punctului, pe cicloidă. Aşa dar, ori din ce po- 
ziţie de pe cicloidă, punctul mobil, abandonat greutăţii fără 
viteză iniţială, va pune întotdeauna acelaşi timp pentru a ajunge 
în punctul cel mai de jos al curbei. Acest fapt a făcut să se 
dea cieloidei numele de curbă tautocronă. 

Să observăm că lungimea l= 4a este tocmai lungimea 
razei de curbură a cicloidei în vârful ei O. 


2, Pendulul cieloidal poate fi realizat în felul următor: 
Construim desfășuratele arcurilor AO şi A'O Ele sunt două arcuri 
de cieloidă AI şi A'I, identice cu AO şi A'O şi tangente 


. 
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în punctul I, centru de curbură în O al cieloidei 
Legăm punctul M de punctul I printr’'un fir 


tensibil, de lungime egală cu 
IO. In poziția M de pe fi- 
gură, porțiunea IT a firului 
se va aplica pe porțiunea IT 
a cicloidei IA, cealaltă por- 
iune TM fiind o linie dreaptă 
tangentă în T la arcul IA. 

3. Tautocronismul cicloi- 
dei, în vid, a fost descoperit de 
Huyghens. — Dacă înfăşurăm 
planul cicloidei pe un cilindru 


primitive. 
flexibil şi inex- 


(9) 
Fig. 66 


vertical oarecare, aşa fel ca baza cicloidei să coineidă cú o- 
parte a perimetrului secţiunii. drepte a cilindrului, mişcarea. 
unui punct greu pe noua curbă va fi aceiași ca pe cieloidă; 


transformata, cieloidei este deci tot o curbă 
prin urmare o infinitate de curbe cu dublă 


tautocronă şi există 
curbură care se bu- 


cură de proprietatea tautoeronismului, însă, după cum se poate 
demonstra, cicloida este singura curbă, tautocronă, plană. 


A Notă. Curba, dintr'un plan vertical, pe 
care alunecând fără frecare un punct greu, 
ce ar porni fără viteză iniţială dintr'o poziţie 
A pentru a ajunge în minimum de timp, 
într'o altă poziție B mai jos situată, se 

B demonstrează că este tot o eieloidă. Astfel, 
z = cicloida mai este şi o curbă brahistocron& 


Tt 


Fig. 67 (Bpaxòds scurt, ypóvos timp). 


IV. PRESIUNEA UNUI PUNCT GREU PE O CURBĂ 
CONȚINUTĂ INTR'UN PLAN VERTICAL. 


1. Problemă. Un punct greu este obligat de a se mișca ae 
o curbă întrun plan vertical; să se calculeze presiunea punctului 


pe curbă, 


24468 — B 
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Fie AB curba, conținută în planul vertical xOz; vom pre- 
supune axul Oz vertical şi în- 
dreptat în jos. 

Fie C centrul de curbură 
al curbei, corespunzător unei po- 
ziții oarecare M a mobilului. 

Să însemnăm prin ð- un- 
ghiul normalei CM cu axul Oz 
şi prin R raza de curbură CM în 


T 


| 
| 
i 
| 


punctul M. 
Ştim că presiunea pe curbă 
Fig. 68 este rezultanta componentei nor- 


male a greutăţii şi a forţei cen- 
: A e E v? - A 
trifuge, care îndreptată pe MN este egală cu m p~ Deci, luând 


sensul MN ca sens pozitiv, presiunea are ca valoare 
2 


v 
(ID) P = mg cost +m -R 


şi ea va fi îndreptată dela M spre N sau dela M spre C, după 
cum. expresiunea (1) va fi pozitivă sau negativă, . . 
Fie v, 2 valorile iniţiale ale lui v şi z. Avem, prin 


teorema forţelor. vii, 


Ea mv? — = mv = mg (z — 20) 
adică T 
v? = Vo F 2g (z SF Zo) £ 
sau încă. | 
(2) SA sw? = 2g (z+ h) 
punând pentru prescurtare 
(aa aas ugao m E, 
Purtând valoarea (2) a lui v? în formula (1) se obține 
(4 oaze psimgiooa 0 SERED]: 


— 115 — 


Dacă în loc de a fi complect legat curbei, punctul este 
numai aşezat pe ea, atunci pentru ca punctul să nu părăsească 
curba, o condiție urmează a fi îndeplinită şi anume: 
dacă punctul este aşezat pe concavitate, trebue . ca presiunea să 
fie îndreptată în sensul MN şi deci să avem 


2 h 
go 2 a a DO 
dacă punctul este aşezat pe Tatie Aba ca presiunea să 


fie îndreptată în sensul MC și prin urmare 
0 + aa a Ba) <o. 


Punctele unde presiunea pi nulă sunt acelea unde pre- 
siunea, schimbă de semn și prin urmare mobilul părăseşte curba. 


Aceste puncte satisfac condiţiei 
o) a Eta 2 (z + T D 


sau potrivit lui (1) 
mg cos d = E 


egalitate care exprimă că în punctele considerate componenta 
normală a greutății este egală şi di- 
rect opusă forţei centrifuge, adică se 
confundă cu forţa centripetă. 

Când punctul părăseşte curba 
AB, el deserie o parabolă SD care 
are cu curba în punctul S un con- 
tact de ordinul al doilea, pentrucă 
în acest punct ambele curbe au a- 
ceiaşi tangentă şi aceiaşi rază de 
curbură. ; 

In adevăr, m Tare în punctul S aceiaşi valoare pentru amân- 


două curbele!), şi cum v este acelaşi, R trebue să fie şi el acelaşi. 


Fig. 69 


i ) Căci în punctul S.al curbei AB, AN P fiind nulă, avom 


— m ci = mg cosb, iar în acelaşi punct S al mişcării libere pe parabola 


m v? 
SD, însemnând prin R’ raza de curbură respectivă, forța centripetă — -R 


fiind egală cu proecția lui mg pe normală, are ca valoare tot mg cos Ñ. 
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2. Exemplu. Mişcarea unui punct greu, aşezat în concavitatea 
unui cerc vertical și care pleacă dintr'un punct dat cu o viteză 


dată. 


Să aşezăm origina axelor în centrul cercului. Insemnând 


N T 
x 
Z 
mg 
Fig. 70 


prin R raza cercului, avem 


z = R cos 9 deci cos 6 = -F 


şi, ca urmare, potrivit formulei (4) 
(5) P= (3z+ 21) 
cu relația de mai sus 


(6) v — 2g (z + h). 


Cantitatea h care figurează 
în aceste expresiuni este egală, 


r l V 
potrivit formulei (3) cu 37 — Zo 


şi poate fi pozitivă sau negativă. 


Pe figura alăturată dacă 


IM, este înălţimea verticală dela 
care ar trebui lăsat să cadă punc- 
tul greu, pentru ca să ajungă în 
M, cu viteza verticală v), avem 
h = lM — KM, deci h negativ 
şi egal în valoare absolută cu 
KI,. El este însă întotdeauna mai 
mare decât — R. 

Pentru celelalte puncte L, 
1,,..., situate deasupra lui Oz, 
h este pozitiv : 

h = LM, — KM, = KL, ete. 

Luând deci ca origină punc- 
tul K, sensul KM, va corespunde, 


lui h negativ, iar sensul KI, lui pozitiv. 
Aceasta fiind stabilit, observăm mai întâi că v se anulează 


1) Egală numai ca mărime cu vo din Mo. 


LNS 


pentru valoarea z; = — h. care, ca să existe ca ordonată de 
cerc, trebue să fie coprinsă între — R și +-R, deci 


pa) AR ma BCR 


ceea ce revine numai la condiţia 4 < R deoarece h este mai 
mare ca — R. 


Observăm de asemenea că presiunea P se anulează pentru 


2 A 5 d : 
valoarea z, = — 3 h care, ca să existe ca ordonată a cercului, 
trebue să satisfacă condiţiei 


CRG =ÊhR su  —gR<h<R 


ceea ce revine numai la condiția +% GR 
Sunt prin urmare 4 cazuri de examinat: 
eA o GREER ACSR T o AS ÈR. 


1°.h (o. Punctul I. Valorile z, şi 2 sunt amândouă po- 
zitive.şi 2, > 22. Deci viteza devine nulă mai înainte ca presiunea 
să se anuleze. Mobilul se întoarce prin urmare înapoi şi descrie 
o mişcare oseilatoare. 


20. o <h < R. Punctul I,. Valorile z; şi z, sunt amândouă 
negative şi 22 X zı. Deci presiunea devine nulă înaintea vitezei 
şi prin urmare mobilul părăseşte curba. 


Fig. 72 Fig. 73. 


30. R(h< 3 R. Punctul I}. Valoarea gı nu există, de- 


oarece ea pretinde condiția h< R. Viteza nu se anulează deci 
niciodată, Există însă zə şi pentru această valoare a lui =, pre- 
siunea anulându-se, mobilul părăseşte curba. 
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3 
+0 ` t . ý . . dud die 
4, h) 5 R. Punctul I. Nu există nici z}, nici z}. Nici 


Či 3 
viteza, nici presiunea nu se anulează şi în consecință mobilul 
parcurge circonferința de un număr indefinit de ori. 


Yi 
2 2 


Fig. 74 Fig. 75 


In rezumat, putem spune că: 


dacă h<o mişcarea este oscilatoare , 
3 3 SaS 
A o Ch < > R mobilul părăseşte curba, 
3 $ A AC a 
z h5 R avem mişcare rotatoare:indefinită. 


In cazul particular când mobilul porneşte din punctul cel 
mai de jos A, cu viteza v, atunci 
Be 
h = 29 R 
k 2 
şi cele 3 feluri de mişcări vor avea, loc după cum 5, va fi mai 


o TE 339 $ PERN 
mic decât R, coprins între R și > R sau mai mare decât ș R, 


Pentru realizarea în acest caz a mişcărei rotatoare indefinite» 
vedem că viteza inițială v din A trebue să fie, ca mărime, 
superioară aceleia pe care ar dobândi-o mobilul dacă ar fi lăsat 


e A 5 
să cadă vertical dela înălțimea > R. 


Notă, Considerând tot cazul când mobilul porneşte din 
punctul A cu viteza vo, vom observa, că dacă mobilul nu poate 
părăsi curba, atunci potrivit formulei 

v? = v? + 2g (z — R) 
viteza v se anulează pentru valoarea 
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care, pentru a corespunde unei ordonate a cercului, trebue să 
fie mai mare sau cel puțin egală cu — R, deci 
Vo? 
> = O a 
TE R 
de unde 
vZ&gR. 


In cazul contrariu, viteza nu se anulează niciodată !). Ea 
deserveşte necontenit până în punctul A”, apoi 
creşte, trecând prin aceleaşi valori ca la 
suirea până în A’. 

Să considerăm în particular cazul când 
wi=Ag9R. 

In acest caz, viteza v se anulează în 
punctul A’ de ordonată z=— R. Să cal- 
culăm timpul pe care îl va pune mobilul ca 
să se suie din A până în A'. A 

Formula de mai sus ne dă 


A! 


Fig. 76 


CĂ 
Rī) =49R+2g (Recos — R) 
adică è 
9 2 
R(%) =.2 g (L + cos 0) = 4g cos? EI 


i dă Emi, SUR, 
2 o VARG 


cos 


deci 


19| 


Şi, cum 


1 db r— 
al p ~ Logtg -z + const. 
COS: 


rezultă, pentru intervalul dela 6=o la 0= qT, 
; t — o TAR g 
— Log tg IR = Log tez y R t 
1) Dând lui vo o valoare mai mare decât 4gR şi căutând valoarea 


lui z pentru care v se anulează, se găseşte un 2 negativ mai mic decât —R 
care nu corespunde astfel nici-unui punct de pe cerc. 
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egalitate, care se reduce la 


— 


Rt = Logtg 
de oarece Log tg 7 = Log 1=o. 


Vedem, că dacă facem pe 0 să tindă către T, ceea ce co- 
respunde atingerii poziţiei A’, găsim ¿= co, căci tgo= o şi 
„Log o = — œ. Aşa dar, mobilul nu va ajunge niciodată în A. 
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III. EXEMPLE DE ECHILIBRU ŞI MIŞCARE RELATIVĂ. 
Echilibrul şi mişcarea unui punct la suprafaţa pământului. 


t 
| 1. Consideraţiuni generale. Pământul este animat de o miş- 
| care de translație în jurul soarelui și de o mişcare de rotaţie 
| uniformă în jurul unui ax de direcţie fixă trecând prin centrul 
| său, 

Echilibrul unui punct la suprafaţa pământului este deci 
un echilibru relativ, după cum de asemenea mișcările ce obser- 
văm pe glob sunt mișcări relative. 


Fig. 77 


Să căutăm care sunt forţele aparente ce trebuese alăturate 
forţelor realmente aplicate, pentru ca să putem trata echilibrul 
şi mișcările relative despre care este vorba ca un echilibru şi 
mișcări absolute faţă de pământ. 

Să considerăm mai întâi translaţiunea în jurul soarelui. 
Fie S soarele, P pământul concentrat în centrul său de greutate 
şi A un punet de pe pământ. 

Pentru ca să putem trata mişcarea punctului ca o mişcare 
absolută faţă de un sistem de axe invariabil legate pământului, 
trebue să alăturăm forțelor care lucrează realmente asupra 
punctului, forţa de inerție de antrenare şi forţa centrifugă com- 
pusă. Aceasta din urmă este însă nulă, de oare-ce mişcarea: 


tit ae di aaa aa 


sistemului mobil este o translație. Forţa de inerție de antre- 
nare este egală cu acceleraţia lui P, luată în sens contrariu, 
înmulțită cu massa punctului (căci în translație, toate punctele 
au aceiași acceleraţie). Cum forța care lucrează asupra lui P 
este atracția solară 


M.M 
Plc — 
f SP? 


unde am însemnat prin M' şi M massele soarelui și pământu- 
lui, acceleraţia lui P are ca valoare 


F M’ 
A R Vo 
M SP? 
și, în consecință, forța de inerție de antrenare corespunzătoare 
punctului A de massă m, este 


Mm 
1 
= + CE map 
H fa 
direcţia ei fiind paralelă cu SP. Ori, una din forţele “care lu- 
ă : . M! 
crează realmente asupra lui A este atracția solară //=—F. i , 


îndreptată dela A la S. Cum distanța AP este foarte mică față 
de distanțele PS şi AS, avem aproximativ AS = PS şi în 
consecință forțele f’ şi f” sunt sensibil egale gi direct opuse. 
Rezultă astfel, că pentr a ține seama de mișcarea de 
translație a pământului, şi tot deodată de atracția punctului 
de către soare, ar trebui să introducem o forță extrem de mică 
rezultantă a celor: 2 forţe f! și f” de mai “sus; această rezul- 
tantă variază de altfel necontenit, în mărime şi în direcţie, 
căci poziţia punctului în raport de soare se modifică în fie ce 
moment; ea antrenează 0 'variaţiune foarte mică a intensității 
greutăţii și a direcţiei verticalei; se poate însă în majoritatea. 
cazurilor să se neglijeze această forță perturbatrice. 
Raționamentul: pe care lam făcut mai sus, poate fi repe- 
tat pentru a studia şi efectul atracției lunare. Luna are un 
efect foarte slab, este adevărat, asupra translaţiunii pământului, 
totuşi rezultanta, celor două forţe analoage forțelor f! şi f" de 
mai sus, care constitue o nouă forță perturbatrice, deşi foarte 
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mică, este superioară rezultantei forțelor f’ și f", din cauza 
distanțelor mai miei până la lună, 

Cele două forțe perturbatrice nu produe decât variaţiuni 
insensibile asupra intensității greutăţii şi direcţiei verticalei; 
totuşi ele sunt acelea cărora se datorează fenomenul mareelor !), 
şi din cele spuse se înțelege dece atracţia lunară are în acest 
fenomen un rol mai important. 

In rezumat: este permis, în general, când se studiază 
echilibrul sau mișcarea unui punct la suprafața pământului, 
să neglijăm mișcarea de translație în jurul soarelui, odată cu 
atracția solară și lunară și atunci, alături de forţele direct 
aplicate, nu vor mai fi de introdus decât atracţia terestră, și 
forţele. fictive corespunzând mișcării de rotaţie în jurul liniei 
polurilor. 


2. Viteza unghiulară de rotație a pământului. Cum pămân- 

tul pune 86164 secunde (durata zilei siderale) ca să facă o 
rotaţie întreagă în jurul liniei polurilor, avem 

2r 


i e —5 
o= aag — 129. 107. 


Această valoare este foarte mică şi patratul ei 
02 = jal OTR 


este astfel că înmulţit cu o cantitate de ordinul acelora ce se 
întâlnesc în problemele terestre, dă o valoare tot foarte mică, 
al căreia patrat poate, în general, să fie neglijat. 

Aşa spre exemplu, produetul lui œ? cu raza terestră, are 
ca valoare w? R = 3,385. 10—2 şi patratul acestui număr 
wt R? — 1,146. 10—53 va putea fi, în general, neglijat. 


I. ECHILIBRUL APARENT AL UNUI PUNCT MATERIAL. 


1, Să considerăm un punet M în echilibru pe un plan 
orizontal. Pnnetul se găseşte în echilibru sub acţiunea: 


1) Acest fenomen este cu deosebire datorit denivelării pe care o pro- 
duce variaţiunta direcţiei verticalei. 
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1° a atraeţiei terestre MP, indreptati, spre centrul phmân= 
tului ; 

2% a aoţiunei normale MN a planului aupra punctului; 

8° a forței de inerție de antronaro MC (forja centrifugă, 
compusă fiind nulă în cazul echilibrului rolativ). 

N Cum mişcarea de rotație este uniformă, 
acceleraţia de antrenare este centri poetă gi egală, 
cu — ro’, r fiind raza paralelei pe care se 
află situat punctul, deci forța de inerție de 
antrenare este centrifugă, gi egală cu -- mro? 
Greutatea fiind egală şi direct opusă acţiunii 
: MN a planului asupra punctului, figura ne arată, 
FI tea p Că valoarea ei, MH, este rezultanta atracției 
Rig. 78 terestre gi a forței centrifuge. 


O 


2. Intensitatea și direcția greutății. Să presupunem pă- 
mântul ca, sferic și omogen. Fie: 
O, centrul pământului, 

M, un punct de la suprafața sa, 
SN, linia polurilor, 
EE’, ecuatorul. 

Să însemnăm prin R raza 
terestră şi prin 0 unghiul razei 
vectoare OM cu ecuatorul, Atracția 
terestră, MP trece prin O; fie m& 
intensitatea ei. 

Forţa  centrifugă MC este 
perpendiculară pe SN  şiare ca 
valoare absolută  mro?, r fiind Fig. 19 
distanța punctului M la axul de 
rotaţie. Insfârşit greutatea este reprezentată prin rezultanta MH 
a vectoarelor MP și MC; fie mg intensitatea ei. 

In triunghiul MPH să considerăm ca cunoscute latura MP 
egală cu mG, latura PH egală cu mru? sau mœ?R cosà, şi 
unghiul MPH egal cu 0. Avem 


MH= V MP’ -- PH" —2MP. PH cost 


adică 


şi 


Dacă sub radical, înlocuim cantitatea neglijabilă wt R? cos? 6 
prin cantitatea tot neglijabilă œ* R? cost 6 obținem: 

(1) g =G — w’ R cos? 6 ; 
şi pe de altă parte, unghiul e fiind întotdeauna foarte mic, putem 
scrie 


w? R sin 26 
(2) E amaa = E 
Această din urmă formulă ne dă direcția verticalei în ori 
şi ce punct al globului. Ea nu coincide cu direcția razei terestre 


şi prin urmare planul orizontal din M nu este tangent sferei 
terestre. 


Cu privire la formula (1), observăm că la ecuator, forța 


centrifugă, fiind direct opusă atracţiunei terestre, avem în mod 
riguros ; i 


(3) g=G— WR. 
Pe de altă parte, observațiunea oscilaţiilor pendulului la 
ecuator a procurat valoarea 
g = 9", 7807 
şi cum o2R este egal cu 0, 0338, formula (3) ne dă- 
G = 9,7807 + 0, 0338 = 9,8145. 


Cu această valoare, formula (1) ne permite de a calcula 
pe g în ori ce localitate de pe pământ. 


Observație. Formula (3) se poate scrie 
(4) g=& (1 TUAR 
Avem însă în mod foarte aproximativ ` 


wR 1 ic tata 
O a =! Mi UL 


— 1198. 


de unde 
e Aici sa 
G 

Rezultă deci, potrivit formulei (4) că dacă pământul s'ar 
învârti de 17 ori mai repede, greutatea ar fi nulă la ecuator. 
Dacă iuțeala de rotaţie ar fi și mai mare, forța centrifugă ar 
deveni mai mare decât atracţia terestră și corpurile situate la 
ecuator ar fi asvârlite în afară. 

Influenţa forței centrifuge, semnalată pentru prima oară 
de Muyghens, este cauza cea mai importantă a variației greu- 
tății la suprafaţa pământului. O altă cauză, al căreia efect a 
fost calculat cu preciziune de către C/airaut, este turtirea 
pământului la poli. 


II. MIŞCAREA APARENTĂ A UNUI PUNCT MATERIAL LIBER. 


1. Să considerăm mişcarea unui punct raportată la un 
sistem de axe antrenat cu pământul în mișcarea sa de rotaţie. 

Această mişcare poate să fie tratată ca absolută, dacă ală- 
turăm forţelor reale, forţa de inerție de antrenare şi forţa cen- 
trifugă compusă. Cum forța de inerție de antrenare se reduce 
în cazul rotației uniforme la forţa centrifugă, vom avea deci 
de compus: 

1° Forţele, care în afară de atracţia terestră, lucrează 
realmente asupra punctului; fie F rezultanta lor; 

2° Atracția terestră, 

l 3° Forța centrifugă: 

4° Forța centrifugă compusă. 

Ori, atracția terestră şi forța centrifugă au ca rezultantă 
greutatea punctului; deci, mişcarea aparentă a punctului este 
datorită fortei F, greutății şi forței centrifuge compuse. 


2. Ecuațiile deferențialo ale mișcării. Intrun loc de pe 
pământ, situat spre exemplu, în emisfera boreală, fie © origina 
fixă, în raport cu pământul, a unui sistem de cordonate dreptun- 
ghiulare, 


| 
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Să luăm pe Oz îndreptat pe verticala punctului O, în 
sensul greutăţii; pe Oz orizonal, în planul meridian și în- 
dreptat spre sud; pe Oy ori- y 
zontal, perpendicular pe planul x 0 N 
meridian şi îndreptat spre est. 
Triedrul O ay z este un triedru 
direct. 

Vectorul œ al rotaţiunii 
terestre este îndreptat de la ©“ 
la S, observatorul așezat cu pi- / 
cioarele în C şi cu capul înv  / 
văzând astfel rotația pământu- /k 
lui dela stânga spre dreapta 
(dela West: spre Est). Mutând x 
paralel acest vector în punctul 
O, vedem, că dacă însemnăm prin à latitudinea punctului O, 
proecțiile lui w pe cele 3 axe cordonate sunt: 


Fig. 80 


(1) p= wvcosi, q=0,. 7 = wsină. 


Pe de altă parte, proecțiile pe aceleaşi axe ale accelera- 
ției complimentare we fiind după cum se ştie din Cinematică !), 


dz dy 
( we )- ei 2 (4 at = ap de 
= C dig e T 
(we); 2 (» je p 4%) 
iezii le 
(w); = 2 (p = aa) 
proecţiile a Y,, Z, ale forței centrifuge compuse vor fi 


pr Inla E) 


|l 


(1) wa E 2. a) 
Z= aml p= a Fr) 


1) Cinematica, pag, 178. 


, 
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'expresiuni, care ținând seamă de egalităţile (1) se reduc la 


pa : dy 
X =2 mw sinà Ti 

dz i da 

(2) Yı = 2 m o( cos à Sp — sin A 
VA = — 2 m ocosă 4. 


Insfârșit, presupunând că punctul mobil nu se depărtează 
prea mult de origina O, va fi permis să privim greutatea ca 
constantă de intensitate şi paralelă cu Oz, pentru toată întin- 
derea traectoriei. Componentele greutăţii vor fi deci o, o, mg- 

Ca urmare a celor de mai sus, dacă însemnăm prin X, 
Y, Z componentele forţei F, ecuaţiile diferenţiale ale mișcării 
vor fi 


m 2 = X+ moisi 4 
d dz a dx 
(3) m” =Y +2 m o (cosà -g — sini Ti) 
2 e i 
m = 7 + mg — 2 m o cosà A 


3. Mişcarea aparentă a proectilelor în vid. Forţa F ne- 
existând, componentele ei X, Y, Z sunt nule. Să aşezăm origina . 
O în poziția iniţială a mobilului, pentru ca æ, y, z să fie nuli 
pentru ¢ = o şi să însemnăm prin a, b,c, componentele iniţiale 
ale vitezei relative. 

Ecuațiile (3) de mai sus, în care nu rămân decât compo- 
nentele greutăţii și ale forţei centrifuge compuse, se scriu 


dea a dy 
Ti = 2 œ sină TF 


d dz h de 
(4) du = 2 w (oosh gr — ein à gr) 


d 
ti =-2 w cosà T +g 
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şi obținem printr'o primă integrațiune 


d > 2o0ysinita 


(5) TY = 2 w (e cos À — xsin À) + b 
d = — Hw y cos À + gt+ o. 


Ecuațiile (5) sunt de ordinul |" şi ar fi foarte uşor de a 
le integra în mod riguros; este însă mai simplu de 


a proceda 
în felul următor care dă o aproximaţie suficientă : 


= Ş 4 da da dz ; 
In ecuațiile. (4) să înlocuim pe zp > Tr > īp Prin ex- 


4 presiunile lor (5), neglijând termenii în «°; se obţine 
o = 20 b sin À 
(6) si TY — 2 o (ocosă — a sin À) + 2 w gt eos À 
"dia 


da > 2o0bcositg 
din care deducem, integrând de două ori, 
= at +o bt? sin à 


(7) y=bt-+o (e cosiA—a sin À) 2 +$ o gt cosà 


z = ct — w bi? cos A+ Ligă. 


Aceste ecuaţiuni conduc la coneluziuni foarte "importante: 
Să considerăm, în particular, următoarele trei cazuri: 

a). Proectil abandonat greutăţii fără viteză iniţială. Com- 
ponentele a, b, c, fiind în acest caz, nule, formulele (7) devin: 


1 4 
z=o0, y = V gt cosà, g= gb. 


Aceste ecuațiuni arată că dacă se abandonează un punci 
material, fără viteză. inițială, la acţiunea greutății, mobilul va 
rămâne într'un plan perpendicular meridianului (planul yOz) 


i 24468 — 9 
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deviând. de verticală, către Bst, de o cantitate mică; proecția 
sa pe verticală va avea aceiași mișcare ca în cazul când př- 
mântul ar sta nemișcat. 


Traectoria mobilului în planul yOz este o 


y parabolă cubică având ca ecuație 
3 
(8) pp 2 V2. w cosh , „3 
3 Vg 


curba fiind tangentă verticalei în origina mişcării. 
Această expresiune a lui y ne permite a 
calcula deviaţiunea corespunzătoare unei înălțimi 
Fig. 81 de cădere. Intr'o experiență făcută într'un puț de 
mină, la Freiberg, înălţimea de cădere era 158,5 
metri, latitudinea locului fiind de 51 grade. Introducând aceste 
date în formulă, alături de valorile lui w şi g, se găseşte 
y = 0,0276 metri. Experienţa repetată un mare număr de ori 
a dat “pentru deviaţie, prin măsurători directe, cifra mijlocie 
0,0283 metri, care, după cum se vede, diferă foarte puţin de 
rezultatul teoretic. 


Această deviaţie către Est este datorită forței centrifuge 
compuse, care fiind proporţională vitezei relative, ca și accele- 
raţia complimentară, produce ‘efecte cu atât mai însemnate cu 
cât viteza relativă este mai mare. Cum mobilul nu se depăr- 
tează prea mult de Oz, fie 
M poziţia lui aproximativă, c con- 
siderată pe acest ax, MA =% 
vectorul rotației. terestre. trans: 
portat paralel în. M, vector co-..- : 
prins în planul meridian xOz, 
şi MB = 2 vr îndoitul vitezei 
relative a mobilului. Ştim din 
Cimematică, (pag. 178) că acce- 
lerația  complimentară mw. a Fig. 82 
punctului, M este viteza cu care inii 
se. mișcă în rotația MA = w extremitatea B a vectorului 
MB =. 2w.) Cum rotația aré: loe dela stânga la dreapta, ve- 
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dem că ea, duce punctul B spre Oy şi prin urmare forţa cen- 
tritugă compusă este îndreptată pe O y adică spre Est. 


b). Proecti/ asvârlit vertical de jos în sus, cu o viteză vw. 
In acest caz, deviația până în punctul culminant S al traecto- 
riei are loc către West, de oarecegviteza relativă v, fiind sen- 
sibil dirijată pe Oz, extremitatea vectorului 2, tinde a se 
deplasa în virtutea rotației œ spre Oy și deci forța centrifugă 
compusă are direcţia Oy'. 

Ecuațiile mişcării se obţin făcând a = o, 
b = 0, c = — v, în ecuaţiile (7). Găsim 
astfel 


z=o0, y =— o vg l cosh o gi cosà 


2 > t Ph ge. j 


A 9 GO dz 
In vârful S al traectoriei avem aae 


adică — vo +gt =0 de unde t = F şi 


prin urmare, substituind această valoare în 
expresiile lui y şi z, 


2 Vè i ra 
2 w eos À; MOE EE a 


Qoan gya 2g 


Insemnând prin % înălțimea ascensi- 
wii, în valoare absolută, adică punând 


V2 gise à Fig. 83 
h = 2g. , deviațiunea OA în funcție de / 


are ca expresie ; l 
5) EN 3 
2 w Cos À D 4V 2w cosi F 
(9 OAIE aa (2 e EE A 
i “pă. ain 4 3Vg 
Comparaţia “acestei valorii cu aceeatdată de formula ` (8) 
arată; că la egalitate de. înălțime verticală hi, proectilul aruncat 


de jos în sus s'a deviat de 2 ori mai mult când a încetat de a 
se mai sui, decât proeatilul căzând fără viteză iniţială; mai 
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Li 
ai, deviațiile au loe în sensuri contrarii, adică spre West 
dacă proectilul se suie şi spre Est dacă el coboară, 


In punctul culminant S, viteza relativă v, fiind orizontală, 
are ca valoare 


vr = q > — 2ovyteosh + w gt? cos À 
3 


adică, înlocuind pe t prin valoarea sa iz 


w Vo2 


Ur mo cos À. 


Această viteză nefiind nulă şi având sensul Oy' face ca 
proectilul să continue de a devia spre West. 
In punctul B, z fiind nul, avem 


1 : 3 
mio lo oi 220 deci t = 2a 
şi prin urmare 
A v? 
OB = — 3g w cos À 


adică o deviație de: 2 ori mai mare decât OA în valoare ab- 
solută. 


De altfel, proectilul soseşte în B cu viteza verticală vọ, de 
oarece pentru t = == avem s = o şi ga = vo» Din toate 
acestea rezultă, că între O şi B traectoria are o formă care se 
aseamănă cu aceea a unei jumătăţi de elipsă, simetrică în raport 
de săgeata AS. s 

Din B mai departe, dacă punctul continuă să coboare de- 


desubtul nivelului său primitiv, deviația descreşte în valoare 


; 3 R 3 vè 
absolută, se anulează (y = o) pentru t = e când z = ETE 


(de 3 ori săgeata AS) apoi creşte necontenit în direcţia Est. | 

. In tragerile antiaeriene atmosferice, care se execută cu 
viteze iniţiale vecine. de 1000 de metri pe secundă, trebue să se 
țină seama, de deviația spre West a proectilelor, care până în 
punctul culminant al traectoriei poate depăşi cifra de 100 de metri. 


| 
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c). Proecti] tras de un tun, cu viteză inițială conținută în 
planul perpendicular meridianului și în direcţia Est, 


Fie vọ viteza iniţială, coprinsă prin ipoteză în planul 
yOz şi & înclinarea ei pe axul Oy. Făcând în formulele (7) 
a = 0, b= v cosa, c = — v sin d 
obţinem ecuaţiile 
v = W. vy t? cos sină 
y = vt cosa — w vy t? sin a cos À pE w gt? cos À 


Z= Imt sind” — O vo t? cos d cosà + d gt? . 


Timpul pe care-l pune mobilul ca să recadă pe sol este 
dat de valoarea lui t, diferită de zero, care anulează pe z, adică 


pen 2 v sin a 
g — 2w wW Cosa cos) 
* 1 
care se poate serie p 
2 v sin a 2 v SIn a 2wv T 
: E TE 1 — 3 ° cos & cos À 


1e Ab Sin a pren 
g (1 — 2e cos a. cos) 
şi, neglijând termenii în o°, 
+= De e (a + Vo cos æ cos à) 


Deducem, pentru valorile corespunzătoare ale lui z şi y, eu 
aceiaşi aproximaţie 


__kow sin). sin2a cos 
2 


g 
3 cos) s : 
TRE sin 2 o Te ee (8 cos? a —sin? a) sina. 
g 


Valoarea lui a reprezintă deviația către Sud; ea este po- 
zitivă dacă a este mai mic decât 90 de grade. 

Valoarea lui y reprezintă bătaia; primul termen este, după 
cum ştim, valoarea bătăii în cazul când pământul ar sta ne- 
mișcat; termenul al doilea este pozitiv când sin" este mai mie 
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y 3 
decât ~ » Ceea ce corespunde la a (60, In consecință, rotația 


pământului mărește sau micșorează, bătaia, după cum înclinarea 
vitezei inițiale pe orizont este mai mică sau mai mare decât 


60 de grade. 


4. Mişcare pe un plan orizontal. Să considerăm un punct 
material greu, care se mişcă la suprafaţa pământului pe un plan 
orizontal, sub simplul efect al unei viteze inițiale vo. 

Singurele forţe reale care lucrează asupra mobilului fiind 
greutatea sa mg şi reacţiunea normală N a planului, avem po- 


trivit ecuaţiilor (3) în care facem X = o0, Y =o , Z= —N şi 
dz __ d2z 6 
7 Teme da SAOR E 

dèr 


. dy 
— á EIT 
TE 2 w sin À d 


dy . dx 
4 dia > — 2osind Zr 
dy 
o =— N + mg— 2m o cosà -7y : 


Ultima ecuație dă valoarea reacţiunii. N, care după cum 
se vede diferă întru câtva de greutatea mg din cauza termenului 
în o. - ; { 

Cele două dintâi sunt ecuațiile mişcării în planul xOy . 
Din ele deducem 

dx -dx dy. day 
bap OE a A S 


da N? wy : 
(2) p = const. 


adică v? = const, Puteam ajunge şi mai direct la acest rezultat 


deci 


A An 4 j 
prin aplicațiunea teoremei forțelor vii, care ne dă d (+ mür 5) o, 


travaliul elementar al torțelor mg şi N fiind în adevăr nul. 
Viteza relativă a mişcării fiind astfel constantă este egală 


cu vo. Fie æ unghiul pe care îl face ur cu Oa, Avem 7} = bo 009 4 
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< dy i n 
Say nna. Introducând aceste expresii în una sau alta 


din cele două ecuaţii ale mișcării, găsim 


da [3 ` 
gam 2u sin A, 


Unghiul œ descrește deci când 
creşte timpul, aşa că traectoria este o 
curbă ce rămâne necontenit în dreapta 
vitezei mobilului. Dacă pe de altă parte 


însemnăm prin s arcul OM, avem pentru Fig. 84 
valoarea razei de curbură din M, 
raSi N AS dt Vo 
H da a ae Aeda a osin 


“Raza de.curbură. fiind constantă, rezultă că traectoria este 
circulară, raza cercului fiind. însă foarte mare din cauza micimii 
produetului o sin À.. 

Astfel, în: emisfera. de Nord, un corp în mișcare pe un plan 
orizontal are; tendinţa, de a devia la dreapta vitezei sale. Flu- 
viile care curg în această emisferă, sub mari latitudini 2), exer- 
cită în mijlociu o presiune mai mare pe ţărmul lor drept decât 
pe cel stâng, așa că malul lor drept va fi mâncat puţin câte puţin. 

'De asemenea cu privire la cieloane, când există în atmo- 
sferă un centru de aspirație ©, moleculele gazoase tind a înainta 
în linie dreaptă către acest centru; însă forţa centrifugă compusă 
dă fie căreia dintre ele, M, o deviaţie care, în emisfera, de Nord, 
se produce spre dreapta vitezei, aşa încât raza vectoare MC 
este obligată de a se învârti în jurul centrului C, în sensul 
invers al acelor unui ceasornic. Acesta este în adevăr sensul 
rotației cieloanelor în emisfera de Nord. Sensul este invers în 
emisfera de Sud şi acest fapt se explică în mod analog. 


II. PENDULUL FOUCAULT. 


Foucault a pus în evidență printr'o experiență celebră 


9) Imăm semnul minus, cei s oregte când a se micşorează şi p trebue 


să fie pozitiv, 
2) Când p este mai mie, 
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influența forţei centrifuge compuse, datorită rotației pământului, 
asupra oscilaţiilor unui pendul. 

Să reluăm sistemul de axe dreptunghiulare constituit din 
verticala Oz îndreptată în jos, orizontala O din planul meri- 
dian îndreptată spre Sud și orizontala Oy. perpendiculară pe 
planul xOz, îndreptată spre Est. 

Punctul O fiind 

punctul de suspensiune 

yEst al pendulului, 7 lungi- 
mea sa și N acţiunea 
firului asupra greutăţii 

mg susținută de fir, e- 

cuațiile mişcării punc- 

tului M vor fi tot ecua- 
țiile (3) de mai sus, în 

care vom locui pe X, 

Y, Z prin componentele 

acţiunii firului 


IX Yy Zi 
Cal Du AN awon Nie, 


mai adăogând ecuaţia care exprimă că lungimea OM rămâne 
invariabilă , şi egală cu 1. Obţinem astfel sistemul de patru 
ecuaţii:. 


2700 „e i d 
mp NT mo sini A 
d2 yii 3 dz de 
(10) m ge = NY T2 m o (cos Age sin À dp 
d 
m T =- N4 mg = 2m w cosà FE 


THY H la 


Cazul micilor oscilații. Integraţiunea acestui. sistem de 
ecuații dă loc la mari dificultăți. Noi ne vom mărgini la cazul 
când pendulul nu se: depărtează decât foarte puțin de verticală; 


atunei raporturile a ŞI A sunt destul de mici pentru ca să 


aa Ata 


putem neglija în calcule patratele lor ca şi productele lor cu 
w. In această ordine de idei, vom avea: 


daia gx? Vi îi da da 
= Vibo, ianao ut amO; 


Ecuația a treia ne dă 
dy 
=N= 2 mw cosà d; — mg 
Şi substituind această valoare în ecuațiile fntâia și a doua ob- 


` NA e. E REAA ; BA -Y 
tinem, neglijând termenii care conțin în factor pe TOAT 


dx g ; ; dy 

aa = og eto sin A de 

dy g e at du 

de gY doina) r 
Punând pentru simplificare 

osinh=r, ` L ata 


avem în cele din urmă 


(1) d 
00, 
qi t 27 d tăy=o. 


Aceste două ecuaţii sunt suficiente, pentru determinarea 
mişcării proecţiei M' a punctului M pe, planul orizontal xOy. 
Integraţiume. Pentru a integra ecuaţiile (11) vom înmulţi 
mai întâi ecuaţia a doua cu i= V—1 şi apoi le vom aduna 
pe una cu alta. Obţinem 


dx dy (da. n) a Jid 
att ga tari ir ru dt +a (ein) o 
sau, dacă punem z+yi=u, 
Up ari taum o, 


Această ecuaţie este analoagă cu aceea pe care am întâl- 
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nit-o când am studiat mișcarea unui pendul simplu întrun mediu 
rezistent; soluţia sa generală este 


(12) ue Ac Bet! 

A şi B fiind două constante iar a şi É rădăcinile ecuaţiei 
X2+2rmX+a=o. 
Avem 
Si rit Vp a 
însă 7? fiind egal cu ò? sin?) gi w? fiind după cum știm negli- 
jabil, cele două rădăcini «şi 6 sunt. i. | 
a = (a—r)i, 6=—(a+r)i. 

Constantele A și B se determină prin condiţiile iniţiale. 
Fie u = 20 -+ yoi valoarea iniţială a lui u şi să presupunem 
că viteza inițială à punctului M este nulă. Făcând în (12) 
t =0 şi u = w, obţinem 

(13) A + B'S. 


Pe de altă parte, derivata lui u fiind. o' 


Zi Za Nee a B Be” 


avem, exprimând că pentru (= această derivată, egală cu 


dx . dy X 
dp | ê q »estenulă, 


Aa +B8=o y 
sau, înlocuind pe « şi @ prin expresiile lor de mai sus, 
R a AOE TA E 


Cele două relații (13) şi (14) determină pe A și pe B: 
Putem să le punem sub forma următoare: 


(0) e E Be ua, 


Să introducem acum valorile æ, B, A, şi B în expresia (12) 


a lui u, Avem, mai întâi, 
(a — r) ti — (a -+ r) ti 
u=Àe -+ Be 
sau 


= rii 


ue, (A A Be. a) 
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sau încă 1) 

M = ei | (A+B) cosat + (A — B) í sin at) |. 

Inlocuind acum pe A și B prin valorile lor deduse din 
(16) obţinem 

pp Eu e ( cos at + aia sin at Ji 

Insă 
w= g F yi, uo = to + yoi = po (cosp + isin po) = ppe %1 
deci 


(16) w r Yt = D ATEEK (cos at + g sin at) 


Dacă în această relație separăm părțile reale şi părțile 
imaginare, obținem pe « şi pe y în funcție de t. Soluţia pro- 
blemei este deci complectă. 

Interpretare. Relaţia (16) este susceptibilă de o interpre- 
tare remarcabilă. Să punem 


Y 


p —irtii= p 
(17) x! = po cosat, l= p L sin at, 
Avem atunci 
x + yi = e” (a F y'i) | 
sau A i 
v yi = (cosg tiisin) (a + yli) 
de unde, separând părțile reale şi cele imaginare, 


v = x cos — y' sin o 


y = a sin + yl eoso. 
Aceste ecuații arată că a! şi y! sunt cordonatele punctului 
M', proecție al lui M, în raport de sistemul de axe 2/0y/ care 
face cu sistemul primitiv y un unghiu e în sensul. dela Oa 
către Oy. 
Relaţia p = po — pi arată că sistemul v'Oy’ se învâr- 


1) Reamintim formulele cunoscute din Analiză: 


cl = cos a + i sina, al = cos e — sine. 
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do 
dt 
—wsinà adică în sensul dela Oy către Ox, care este sensul 
dela Est spre Sud. 

USA UA y. Valorile (17) ale lui 
æ! şi y' în funcție de t de- 
termină mişcarea lai M’ în 
raport de sistemul de com- 
parație x'Oy'. Această miş- 
care este periodică; durata 
perioadei fiind 


S Dieu g 
TEE o pa 


este egală cu aceea a unei 
ag oscilații complecte a. pen- 
De EE dulului simplu de lungime 7 

în planul vertical. 
Ecuația  traeetoriei - punctului M’ în raport de 2/0 se 
obţine prin eliminarea lui + între ecuaţiile (17); această traec- 
torie este o elipsă cu centrul în O, ale căreia semi-axe îndrep- 


- = —? = 


teşte în jurul verticalei Oz cu o viteză unghiulară, 


tate pe Oa” şi Oy/ sunt respectiv egale cu Po şi Poms Semi- 
axul de pe Oy este însă foarte mic față de celălalt, din 
cauza micimii factorului r. 

In rezumat, din ceea ce precedă se conchide că în misca- 
rea aparentă a pendulului la suprafaţa pământului, proecția 
orizontală a punctului greu descrie o elipsă mobilă foarte 
alungită, al căreia ax mare se îmvântește în jurul verticalei 
punctului de suspensiune în sensul dela Est spre Sud, în emi- 
sfera. boreală, scu 0 viteză unghiulară constantă, egală cu aceea 
a rotației terestre înmulțită. cu sinusul atitudinii locului de 
observație. u = 

Elipsa pe care o descrie punctul M’ fiind foarte alungită 
în sensul axului Og’, 'acest punct nu se depărtează mai de loe 
de ax, așa că pendulul pare a descrie un plan mobil care se 
învârtește în jurul vertiealei punctului de suspensiune cu viteza 
unghiulară vw sin), 
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Foucault a verificat acest rezultat suspendând un pen- 
dul de centrul cupolei Panteonului din Paris, pendulul fiind con- 
stituit dintr'un fir de oţel de 67 metri 
lungime, care susținea la partea de jos 
o bulă masivă de aramă prevăzută cu 
un vârf ascuţit. Acest vârf însemna 
direcţia mişcării pendulului pe două 
moviliţe de nisip așezate pe sol de o 
parte şi de alta a verticalei punctului 
de suspensie. 

Notă. Aplicația teoremei. forţelor 
vii, atât în cazul mişcării proeetilelor, 
cât şi în cazul pendulului conduce la 
simpla egalitate 

1 2 1 2 
g MV — -5 Mv = mgz — mg29 
adică ' É: 

v? — v =2 g (z — z) 
aceasta din cauză că forța centrifugă 
compusă şi acțiunea firului de pendul 
fiind şi una şi alta perpendiculare pe 
viteza relativă a mobilului, travaliurile 
lor sunt nule şi nu intră în calculul 
travaliului total, care rămâne. astfel 
datorit numai acţiunei greutăţii  punc-, 
tului. ; 


EFRI 


TET, 


IX. REZUMATUL ECHILIBRULUI ŞI MIŞCĂREI 
UNUI PUNCT MATERIAL. 


I. TRAVALIUL VIRTUAL ŞI PRINCIPIUL LUI D'ALEMBERT. 


Din punct de vedere al unității de metodă, chestiunea, 
echilibrului şi a mişcării unui punct material, poate fi rezumată 
după cum se arată mai jos, prin consideraţia travaliului vir- 
tual și a principiului lui d'Alembert 


l. Travaliu virtual. Să considerăm  traeetoria unui punct 
material şi două poziţiuni M şi M” in- 
finit vecine. Fie F, una "din forţele 
care lucrează asupra ‘punctului şi de 
diferenţiala arcului MM. 

Travaliul forței F, în deplasarea 
elementară MM! este F, ds cos (F, de). 
Acesta este un travaliu real. 

Să imaginăm însă o deplasare elementară fictivă MN. 
Travaliul forței F, pentru această deplasare va fi 


F; òs cos (F, 98). 


Fig. 88 


însemnând prin ôs elementul MN. Un asemenea travaliu se nu- 
meşte travaliu virtual. 

Dacă punctul M ar fi în echilibru, atunci deplasarea reală 
da fiind nulă, orice travaliu ar fi virtual. — Se rezervă nota- 
iunea ò pentru diferențialele travaliurilor virtuale, 
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2. Principiul lui d'Alembert. Fie R rezultanta. forțelor care 
lucrează asupra unui punct material M, adică forța motrice. 


Avem: 


e—a 
-mw M MW 


Fig. 89 


R = mw, w fiind accelerația mişcării. Dacă punctul ar fi supus 
în acelaşi timp forței R şi unei forţe — mw, egală şi direct 
opusă lui R, punctul ar fi în echilibru, rezultanta celor două 


forţe considerate fiind nulă. Ori, forța — mw este egală cu ceea 


ce am numit forța de inerție a punctului M. Vom zice, deci, că 
există, echilibru între rezultanta forţelor aplicate și forța de 
inerție. Acesta este principiul lui d'A/embert. 


II. REZUMATUL ECHILIBRULUI ŞI MIŞCĂREI 
UNUI PUNCT MATERIAL. 


1. Echilibru. a). Punct liber. Teorema I. Pentru ca'să existe 
echilibru, este necesar și suficient ca travaliul virtual al rezultan- 
tei forțelor ce lucrează asupra punctului, să Ke nul în ori și ce 
deplasare elementară. À 

Necesar. In adevăr, dacă există echilibru, proecțiile KENY., 
Z ale 'rezultantei forțelor pe trei axe cordonate “dreptunghi 
lare sunt nule şi avem 


(1) 3% nl E > AR Iara. i 


ori care ar fi delak virtuale òx, òy , da. 

Suficient. Dacă egalitatea (1) are loc ori cari ar fi òv, 
õy, da. trebue să avem X =0, Y=—o0, Z=o şi punctul 
este în echilibru. 

b). Punct supus la legături, adică obligat de a rămâne 
pe o suprafaţă sau'pe'o curbă. Teorema IL: Pentru ca să existe 
echilibru, este necesar și suficient ca travaliul virtual al rezultan- 
tei forțelor direct aplicate să fie nul pentru ori ce deplasare ele- 
mentară compatibilă cu legătura, adică pentru ori ce opinies 
elementară a punctului pe suprafață sau pè curbă. 


D a 


Necesar. Fie, în adevăr, F rezultanta forţelor direct apli- y 
cate, X, Y, Z proeaţiile sale pe trei axe cordonate dreptunghiulare 
şi òr, êy; òs proecțiile pe aceleaşi axe ale unei deplasări ele- 
mentare virtuale pe suprafață sau pe curbă. Dacă există echi- 
libru, forța F este normală suprafeții sau curbei și avem 
(2) ò © = X ôx + Y òy + Zò = 
ecuație care exprimă perpendicularitatea forței. 
Suficient. |Dacă egalitatea (2) are loc pentru ôx, õy, ôz 
compatibili cu legătura, forța F este normală suprafeții sau 
curbei şi există echilibru. | 
Aplicaţie. Echilibru pe o suprafaţă dată f (2, y,2) = o. 
Avem ca primă ecuaţie potrivit teoremei precedente, 
Xâz+Yây+Zâz=o 


însă dx, dy, dz fiind deplasări pe suprafaţă verifică ecuaţia 


că da + L ay +l az =o 
Rezultă deci că 
X yi Z 
Oa je RR AR 


şi sistemul acesta de 2 ecuaţii împreună cu ecuaţia suprafeţii 
f(e,y,2)=o ne permite a calcula cordonatele poziţiei de 
echilibru, în cazul când X, Y, Z depind numai de z, y, z. 
2. Mişcare. a). Punct liber. Aplicăm teorema Ia travaliului 
virtual celor două forţe R şi — mw care îşi fac echilibru. 
Fie X, Y, Z proecţiile rezultantei R; acelea ale forţei 


de inerție sunt — Tape m SU, — m Le 
Avem 
d? 3 
Go Ta) ee n N a e „lia o 


ori care ar fi dx, òy, dz. Rezultă că coeficienţii lui dx, dy, da 
sunt nuli şi prin urmâre 


tanig? A) (Li 
a X, Ma e ma > Z 


care sunt ecnaţiile misoării: 
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b). Punct supus la legături. Aplicăm teorema II a traya- 
liului virtual forţelor direct aplicate, printre care socotim gi 
forțele de inerție. 

Avem deci 


(x —m do) (= day + (7 m P dz = o 
òv, dy, 82 fiind deplasări pe suprafață sau pe curbă, 

Aplicaţie. Mișcare pe o suprafaţă dată f(e, y, 2) =0. 
La ecuaţia precedentă trebue să alăturăm ecuaţia 


cl da + 2 ay 5082 = o, 


y Oz 
Deducem, pentru compatibilitatea sistemului, 
da dzy (2 z 
aye ee fn ap a E AT ata 
f aaa OA oi 
ÒL òy ÒZ 


ecuații care împreună cu f(x, y, 2) = 0 determină pe £, Y, Z 
în funcție de t. 

Odată această determinare realizată, putem calcula şi forța 
de legătură, adică. acțiunea normală a suprafeții asupra punctului. 
Ecuațiile (a) ne dau în adevăr, dacă egalăm raporturile cu — A: 


m de =X + X pa 
m a = yY HA u 
măi = Z HA oL 
ceea ce arată că forța de legătură are ca componente 
Da, A ar aia Alee 


Se vor putea deci calcula aceste componente, dacă s'au 
putut obţine expresiunile cordonatelor z, y, z în funcţie de t. Astfel 
Tof Ar toată 
Ao S D Ge X. 
Valoarea. forței: de legătură este 


VO. 


2448 ~ 10 
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II. MIŞCAREA UNUI PUNCT PE O SUPRAFAȚĂ 
SAU PE O CURBĂ MOBILĂ. 


Fie, spre exemplu, C, o curbă plană mobilă, adică o curbă 
care să varieze de poziţie şi chiar de formă odată cu timpul: 
N C f (x, Y, t) s 
s In momentul ¢ mobilul se găseşte în 
M pe curba S iar după timpul dt el 
3 ocupă poziţia M' pe curba C infinit apro- 
C piată de ©. 

Fie F rezultanta forțelor direct a- 
plicate mobilului şi N acțiunea curbei C 
asupra lui. Dacă voim a aplica teorema forțelor vit trebue să 
caleulăm nu numai travaliul forței F în deplasarea MM' dar și 
travaliul acțiunei N în acestă deplasare, fcare nu mai este nul 
ca în cazul curbelor fixe. Cum N este necunoscut, aceasta revine 
a zice că teorema în chestiune nu se poate aplica. 

Din potrivă, teorema II a travaliului virtual se aplică şi 
în cazul acesta, fără nici o deosebire. de cazul curbelor fixe, 
căci în aceea teoremă este vorba numai de deplasările compa- 
tibile cu legătura așa cum există ea în momentul t, potrivit 
definiţiei însăşi a travaliului virtual. Cum în exemplul luat, 
singura deplasare compatibilă cu legătura în momentul ¢ este o 
deplasare elementară „pe curba C, considerată ca fixă, travaliul 
forţei N este nul pentru această deplasare, aşa că teorema se 
aplică considerând pe:t ca constant. Vom avea deci ecuaţiile 


(= — m îi) be + (i m a) èv = o 


2 do t òy = o 


care împreună cu ecuația curbei vor rezolvi chestiunea determi- 
nării mișcării. 
Vom da exemple de mişcarea unui punct pe 0 suprataţă 


sau pe o curbă mobilă în. Partea III-a a Cursului de faţă. 
A ee | A 


Fig. 90 


şi 


a 
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PARTEA Il. 


ECHILIBRUL SISTEMELOR MATERIALE 


L TEORIA CENTRELOR DE GREUTATE. 


I. DEFINIŢIA ŞI CORDONATELE CENTRULUI DE GREUTATE. 


1. Centrul de greutate al unui sistem de puncte materiale. 
Fie un sistem de n puncte materiale: A,, A2,... An de masse 
Mi, Mos.» Mn 

Se numeşte centru de greutate 
al sistemului, punctul G pentru care 
suma geometrică 1) 


(m GA.) + (m GA) +... + (mn GA) 


sau X (m GA) este nulă. ; 

Fie în raport de 3 axe cordonate: 
æ, b, c cordonatele lui G şi x, y, z zai 
cordonatele unuia oarecare din punctele date. Vom avea în proec- 
țiune pe axe: 


A 


Z m(x—a) =o, Xmly—b)=0, Am(z—c)=0 
adică 
zi 


Imz =aăm, Smy=băim, 2 


ma =N m 


1) Oinematica, page 12. 


a 149, <a 


şi în consecinţă 
a ; ş 
my my Lmz 
| a = == ari si 
(1) Em ’ b Èm ’ z > m 
care sunt expresiunile cordonatelor punctului G. Dacă punem: 


Im =M, adică dacă însemnăm prin M massa sistemului, for- 
mulele precedente se seriu 


Ma= mvg, Mb = my, Mc = Emz. 

2. Centrul de greutate a două sisteme. Fie un sistem ma- 
terial de massă M, având ca centru de greutate G, (eordonate: 
@i, bi, Cu) şi un al doilea sistem material de massă M, având 
ca centru de greutate G, (cordonatele as, bz, Co). Se cere'a se 


determina centrul de greutate G (cordonate a, b, c) al siste- 
mului total de massă M, -+ M,. 


Avem, deosebind prin indicii 1 şi 2 literile care se raportă. 
la cele două sisteme 
M,a = A m £o Msb, = È mo Yy,- ~ Maco = Em zz 
iar pe dè altă parte 
Mi + Mp) a = Xmv = Èm, vı Em, t. 
Deducem ; 
(M, + M) a = M, ai JF M, az 
şi în mod analog : 
(M, i M,) b — M, b, SF M, b, 
(M; + M) c = Moe, +M, ce 
egalități care determină pe a, b, c. 
Dacă luăm dreapta G; G, drept ax Oz, avem 
O a, a-a, aya 
(E TIE G 
Fig. 92 


T 


b =o, 0155305 b=o, Cg= 0 
și prin urmare 


2119 


J 


Conchidem că centrul de greutate G se găseşte pe dreapta 
GG şi că distanțele GG, și GG, sunt invers proporţionale cu 
massele M, și M;. 


3. Determinarea centrului de greutate al unui sistem continuu 
de puncte materiale. Să considerăm un sistem de punete mate- 
riale infinit apropiate unele de altele. Acest sistem va forma 
un spațiu material, o suprafață materială sau o linie materială, 
după cum va prezenta trei, două sau O singură dimensiune. 
Căutarea, centrului de greutate al unui asemenea sistem, revine 
după cum se va vedea, la etfectuări de cuadraturi. 


a). Spaţiuri, materiale. Fie un spaţiu material de volum V 
şi de massă M. Să considerăm un punct P din acest spaţiu; fie 
AV un volum infinit de mie coprinzând punctul P şi AM massa 


ao : AM IG 2 e ii 
materiei ce conține. Raportul “jy reprezintă densitatea mijlocie 


a volumului AV; dacă facem pe AV să descrească necontenit, 
fară a înceta însă de a conţine punctul P, acest raport va tinde 
către o limită fixă 1), care va fi densitatea volumului V în 


A a : a l 
punctul P. Insemnând . această densitate prin p avem E = p 


sau dM = pdV. 

Când densitatea: este aceiaşi în toate punctele, sistemul 
material este zis omogen;. în cazul contrariu, se zice că este 
eterogen. 

Să descompunem în elemente infinit de mici spațiul ma- 
terial considerat şi să însemnăm prin v, y, Z cordonatele unui 
punct P al sistemului, p densitatea în acest punct, AV, dM 
volumul şi massa elementului care conţine punctul P. 

Aplicația formulelor (1) ne dă pentru cordonatele centru- 
lui de greutate 

x dM yam Íz aM 


i T Cars 


1) Adică, presupunem că această limită există, 


— 150 — 


sau, findcă dM este egal cu pdV, 
| px dV | py dV ( p3 dV 


(e AY 


ET titi pl 


Dacă raportăm sistemul la 3 axe cordonate dreptunghiu- 
lare, avem dV = da dy dz şi prin urmare 


(2) a= 


M = fpd V= ff $p dz ay az 
Ma = $$ozdrdydz, Mo = $$pydzay dz, 


Me = | | | p 2 dz dy dz S 


Când sistemul este omogen, p fiind constant dispare din 
formulele (2) aşa că avem 


AH 


fy dV | zav 


, b = y` N. 


i: b). Suprafete materiale. Densitatea, suprafeții în punetul 
S i P va fi limita raportului aM, în care 


"AS reprezintă elementul de suprafață 
care conţine pe P şi AM massa eE 


; „d 
cestui element. Deci aN = p sau 


dM =pdS. 


Cordonatele centrului de greutate, 
au ca expresiuni 
fesas.. ES OTTA 


yesi n =r 


fe as tak fe ds 


(3) a fe = 

Dacă suprafaţa este raportată la 3 axe dreptunghiulare, 

putem lua ca dS elementul de suprafață care are ca proeeție 
dreptunghiul da dy pe planul 20 y. 

Insemnând prin æ unghiul normalei la elementul dS cu axul 

Oz, avem deci dS cos ~ = dw dy. Insă, după cum se ştie din ` 


1 
VIFP+ e 
tiale ale lui 2 în raport dez și y din ecuaţia suprafeţii : 
gz = f (x,y). Așa dar 


Analiză, cos œa = ; p şi q ‘fiind derivatele par- 


= y TEP FE. dx dy 


şi formulele cordonatelor centrului de greutate se seriu 
Ma = |f pæ Vi +p +g. de dy 
Mb = (q py Vip + 92. dx dy 


Me = (f pzy 1 + p+ q? . dæ dy 


M = f p dS = ovi Fp t a Se ay. 


Când suprafaţa este omogenă, formulele (3) devin 


gal es poii piu ada 


c); Linii materiale. Densitatea, liniei întrun punct P se 
defineşte prin limita raportului a , în care AL reprezintă 
elementul linear care conține pe P şi AM massa elementului. 


Aşa dar dM = pdl şi avem formulele ; 


(4) Suads oa a 
(e aL e aL (e aL 


Dacă raportăm linia la un sistem de 3 axe e dreptunghiu- 
lare, cordonatele x, y, z sunt funcțiuni de un parametru & Şi 


Tm VO a) ar 


Inlocuind pe dL prin OTAR expresiune în formulele (4) 
determinarea cordonatelor a, b, c se reduce la efectuări de cua- 
draturi, 


— 192 = 


Când linia este omogenă, avem 
(x dL (y dL | 2 dL 
b ti 


ecoul i aptă a E EA Cl 


L fiind lungimea respectivă a liniei. 


4. Teoreme care uşurează găsirea centrului de greutate. 
Fie un sistem de n puncte materiale de aceiaşi massă m. Ex- 
presiunile (1) ale cordonatelor centrului de greutate, devin in 
asemenea caz, prin reducerea, factorului m, 


(5) a = LE, =, c az 


Centrul de greutate se confundă deci cu centrul distante- 
lor medii. Avem astfel următoarele 3 teoreme care se aplică şi 


sistemelor continue în care densitatea este aceiaşi în toate 
punctele: î 


Teorema |. Când un sistem are un centru de simetrie, acest 
centru de simetrie este centrul de greutate al sistemului. 


Luând, în adevăr, acest centru de: simetrie ca origină a 
unui sistem de axe, la ori ce punct &, y, z corespunde un punct 
de cordonate — z, — y, — z; deci sumele X din expresiunile 
(5) sunt toate nule și centrul de greutate se confundă cu origina. 


Teorema ||. Când un sistem are un plan de simetrie, centrul 
de greutate este în acest plan. 


Dacă luăm, în adevăr, planul de simetrie drept plan æO y, 
la orice punct z,y, z corespunde un punct de cordonate 
£L, Y, —zaşacăc = o. 


Teorema Ill. Când un sistem are un ax de simetrie, centrul 
de greutate este pe acel ax. ` 
[d 


Dacă luăm, în adevăr, axul de simetrie drept ax Oz, la orice 
punct x, y, 2 corespunde un punct de cordonate — t, —y, 8 
deci a=o0,b=o. 


=A E 


Exemplu. Centrul de greutate al unei jumătăți de sferă, 
presupusă omogenă. 

Acest centru se găseşte pe 
axul Oz. Insemnând prin c cota 
sa, avem 


E Ve 


Ori, după cum se vede pe 
figură, 


o AER 
dV!) = Tr?dz = t (R? — 22) dz 
deci 
R R Ri 
[av afie mean [ea] a 
şi, cum V ea jumătate de volum de sferă este egal cu = TR?, 


obținem prin diviziune, 


3 
c= R. 


Notă. Cele trei teoreme precedente sunt adevărate şi în 
cazul când sistemul material nu este omogen însă prezintă par- 
ticularitatea că punctele sale care se corespund în mod simetric 
au aceiași massă. Astfel, în cazul teoremei I, dacă la un punct 
de massă m corespunde în mod simetrie un punct tot de massă 
m, sumele Ema, Emy, Emz sunt toate nule şi prin urmare 


+ 


ma Emy Emz 
a = = e e = C = 


M M ? 


m ~e 
și tot asemenea pentru celelalte două teoreme. 


Un exemplu de astfel de sisteme materiale îl prezintă 
proectilele de artilerie încărcate cu explosiv. Ele nu sunt cor- 


1) Luğm ea element de volum dV volumul cilindrului de rază r şi de 
înălțime dz, 


puri omogene, însă, în mod destul de sensibil, punctele care se 
corespund simetric față de axul de figură al proeetilului pot fi 
considerate ca având aceiași massă. In consecință, centrele de 
greutate ale acestor proectile se află situate pe axele lor de 
figură, care sunt axe de simetrie. 


II. TEOREMELE LUI GULDIN. 


Teorema |. Suprafaţa născută de o curbă plană care se ín- 
vârtește în jurul unui ax situat în planul ei, esta egală cu lungimea 
curbei înmulțită cu circonferința pe care o descrie centrul de: 
greutate al curbei, presupusă omogenă. 


Să raportăm, în adevăr, curba plană la axul de rotaţie 
luat drept ax Oa şi la o perpendiculară Oy. Un element dL 
al curbei, având ca ordonată y, naște 
prin învârtire un element de suprafață 
care putând fi asimilat suprafeţii unui 
trunchiu de con are ca expresie 


zdL| pr (y+ dy) |] 


Fig. 95 adică în valoare principală 2rydL, 
așa că suprafața totală născută de 
curbă va fi 


A 


A=2rf ydL. 
-„ Insă, dacs b este ordonata centrului de, greutate al curbei, 
ştim că ayem 
bL=fydL 
deci 
A =L X2 mTb. is 


Teorema J. Volumul născut de o arie plană care se învâr- 
tește în jurul unui ax situat în planul ei, este egal cu suprafața 
ariei înmulțită cu ciroonferința descrisă de centrul de greutate al 
ariei, presupusă omogenă. 


In adevăr, un element da, dy al ariei S naşte prin rotația 


sa în jurul axului Oz un element de volum care, fiind diferența 
volumelor celor 2 cilindri născuţi de 


ariile A'B'OD şi ABCD, are ca ex- 
presie 
T (y + dy) dx — Ty’ da 
adică, în valoare principală, 
2 my dx dy 


aşa încât volumul V născut de aria 
S este 


V=2r||y dedy. Ns 

Insă, după cum s'a văzut mai înainte, avem 
| 33 = | y ds = ff.y da dy 

deci 

V=6X2rTb. 


Aplicații. 1. Centrul de greutate al unei semicirconferințe. 


Insemnând prin b ordonata sa, avem, 
potrivit teoremei I a lui Guldin, 


4m R? =rR.2Tb 


O. deci i 
Fig. 9 pa pipi 
f E i 
2... Centrul. de greutate al. suprafeţii unei jumătăţi, de cerc. 
“Teorema II a lui Guldin ne dă 


4 3 TOR? 
3 TR Sa roe 2mb 


deci i 
5 A Pap 4R 


II. ECHILIBRUL UNUI SOLID INVARIABIL. 


I. REDUCEREA FORŢELOR APLICATE UNUI 
SOLID INVARIABIL. 


1. Principiu. Pentru ca două forțe aplicate unui solid să-și 
facă echilibru, este necesar și suficient ca ele să fie egale și di- 
rect opuse. 


Din acest principiu considerat ca o axiomă, rezultă pro- 
poziţiunea următoare: 


Corolariu. Putem fără, a schimba efectul unei forțe asupra 
unui solid, să mutăm punctul de aplicație al forței în ori ce 
punct de pe direcția sa. 

Fie F o forță aplicată în punctul A. Să luăm un punct 
oarecare B pe direcţia forței F şi 
să aplicăm în acest punct, conside- 
rat ca invariabil legat solidului, două 

„forţe, una E! echipolentă cu F şi 
alta F” egală și direct opusă lui F. 
Prin aceasta nam modificat starea 


Fig. 98 solidului, căci forțele F' şi F” îşi 

face echilibru. Cum însă, pe de altă 

parte, forțele F şi F” îşi fac și ele echilibru, fiind egale şi 

direct opuse, ele pot fi suprimate şi rămâne atunci forța F’ 

aplicată în B, Această forță poate deci înlocui forța F apli- 
cată în A. 


Een S 


2. Teorema |. Un sistem oarecare de forțe aplicate unui 
solid, poate fi înlocuit prin două forțe, dintre care una, aplicată - 
întrun punct arbitrar. 


Fie A, B, © trei puncte invariabil legate solidului şi 
M un punct în care lucrează o forță c M 
F. Putem uni punctul M cu punctele A 
A, B, C şi descompune forța F ; 
în 3 componente îndreptate pe di- $ i 
recțiile MA, MB, MO, pe care le A ' B 
vom transporta pe direcțiile lor în e | 
A, B, 0. Executând această ope- d ăi 
raţie pentru fiecare din forțele sis- Fig. 99 

temului, obţinem 3 grupuri de forţe, 

aplicate în A, B, ©. Fiecare grup dă o rezultantă așa că prin 
procedeul urmat am redus întregul sistem la 3 forțe P, Q, R 
aplicate respectiv în punctele A, B, C arbitrar alese. 

Să considerăm acum cele două planuri determinate de 
punctul A şi cele două forţe 
Q şi R. Pe linia lor de 
intersecție AX să luăm un 
punct arbitrar D şi să unim 
punctele B,C :cu A şi D. 
Descompunând forța Q în. 
Q şi Q" pe direcţiile DB 
şi BA şi forța R în R! şi 
R” pe direcţiile DO şi CA, 
să mutăm forțele Q’ şi R’ 
pe. direcţiile lor în D şi 
forțele Q” şi R” pe direc- 
țiile lor în punctul A. Vom 
obţine astfel, în cele din urmă 
două forţe S şi T aplicate în punctele A şi D, 

Să observăm că punctul A este arbitrar şi că poziția 
dreptei AX depinde de alegerea punctelor B şi C. Variind po- 
ziția acestor două puncte variem şi poziţia dreptei AX şi, pe 
fiecare dreaptă AX, putem. lua punctul D în mod arbitrar. Aşa 


Fig. 100 
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dar există o infinitate de moduri de a reduce sistemul de forţe 
la 2 forţe dintre care una aplicată în A, însă la o poziţie 
determinată a punctului D pe dreapta AX răspund două forţe 
bine determinate S şi T aplicate în A și D. 


3. Teorema ||. Momentul unui sistem de forțe aplicate unui 
solid, în raport de ori și ce punct al spaţiului, este egal cu mo- 
mentul celor 2 forţe la care se poate reduce sistemul, 

In adevăr, putem fără a modifica momentul unui sistem 
de forţe, să transportăm punctul de aplicaţie al unei forţe pe 
direcția sa, să înlocuim mai multe forţe concurente prin rezul- 
tanta lor şi să descompunem o forță în mai. multe altele apli- 
cate în acelaşi punct. Cum pentru găsirea forţelor S şi T noi 
n'am întrebuințat decât, aceste moduri de transformări, rezultă 
că momentul sistemului de forţe nu se găseşte modificat când 
înlocuim forţele F,, F,, F}... care lucrează asupra solidului 
prin cele două forţe S şi T. 


II. ECHILIBRUL UNUI SOLID INVARIABIL LIBER. 


1. Lemă. Pentru ca două vectoare să fie egale și direct o- 
puse, este necesar și suficient ca momentul lor să fie nul în ra- 
port de ori şi ce punct al spaţiului. 

Necesar. Fie în adevăr O un punct din spaţiu. Dacă două 
| veetoare A, B, şi A, Bə sunt egale şi 
f direct opuse, planurile OA, B, şi OA, Ba 
O B2 coincid, aşa că perpendiculara ridicată 
H oo în punctul O pe unul din planuri este 
SET è perpendiculară şi pe celălalt plan. Cum 
R, A, “pe de altă parte distanţa lui O la 

ambele vectoare este aceiaşi, momen- 

E RuG A tele vectoarelor în raport de O sunt 
egale şi direct opuse, așa că momentul lor rezultant este nul. 
Suficient. Tri adevăr, dacă momentul rezultant a două vec- 
toare A, B, şi A,B, în raport de un punct O este nul, mo- 
mântăle OH, şi OH, ale vectoarelor sunt egale şi direct opuse, 
deci ele sunt purtate pe aceiaşi dreaptă şi în consecință pla- 
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nurile OA, B; şi OA, Bọ coincid unul cu altul. Dar, pentru ca 
aceste: planuri să coincidă ori care ar fi pumotul O, trebue ca 
vectoarele să fie în linie dreaptă. Insfârșit momentele OH, și 
OH, fiind egale şi de semne contrarii trebue ca veetoarele 
AB, şi AB, să fie egale şi direct opuse. 

2. Tooromă. Pentru ca un solid să fio în echilibru, esto no- 
cesar și suficient ca momentul sistemului de forțe ce-i sunt äpll- 
cate, să fie nul în raport de ori și ce punot al spațiului. 

In adevăr, pentru ca solidul să fie în echilibru este nece- 
sar şi suficient ca cele două forţe S şi T, care pot înlocui sis- 
temul de forțe aplicate, să fie egale şi direct opuse. Ori, pentru 
aceasta este necesar şi suficient ca momentul acestor forţe în 
raport de ori şi ce punct al spaţiului să fie_nul. Insă acest 
moment este identic cu acela al sistemului de forţe aplicate, 
deci momentul sistemului de forţe aplicate trebue să fie nul în 
raport de ori şi ce punet al spaţiului. 


3. Ecuațiile care exprimă echilibrul unui solid. In raport 
cu un sistem de trei axe cordonate dreptunghiulare, fie z, Y, z 
cordonatele punctului de aplicație al uneiă dintre forțe şi X, 
Y, Z proecţiile forței: 

Momentul sistemului de forțe, în raport de un punet z, 
y', z! din spaţiu, are ca proecții pe axe t). 


O U=. UR ZQ) M'=M-(/P-—aR), 
N=N—(zQ—yP) 

în care „isi i 

L=} (yZ—zY), M= (2X —xZ), N=X(Y—yX) 

nap P=21X, Q=2}Y, R=SZ. 


Cum pa echilibru trebue ca L', M', N să fie muli, 


oricare ar fi æ!, y!, 2, formulele (1) AR că condițiile ne- 
cesare şi „daia echilibrului sunt 


Po, Q>o RRo; L > M=a,. N=o 


1) Oinematica, pag. 27. 


” 


100 


adică, trebue să avem următoarele 6 identități: 
o! à X =o, 2Y mo, 2 Z=o0; 
(yZ Y)=0, I(zX—vZ)=0,  S(zY —yX)=0, 


Primele trei ecuații cxprimă că vectorul rezultant al for- 
țelor este nul, iar celelalte trei, că momentul sistemului de forțe 
în raport cu origina aleasă este nul, această origină fiind de 
altfel un punct arbitrar. 


4. Aplicațiuni. a). Echilibrul forţelor dintr'un același. plan. 
Când forţele care lucrează asupra unui solid sunt toate situate 
întrun același plan, putem lua acest plan drept plan zO y şi 
atunci pentru ori ce forță avem z =0, /=o şi cele 6 
ecuaţii de echilibru: se reduc în consecință la următoarele trei: 


IRon bio yea Tey KE 


Primele două exprimă că vectorul rezultant al forțelor 
este nul, iar cea de a treia, că momentul forțelor în raport de 
un punct al planului este nul. 


b). Echilibrul. forțelor „concurente. Putem lua ca punet 
comun de aplicație al forțelor, punctul. lor: de întâlnire, Fie z, 
Y, & cordonatele sale. Cele trei din urmă ecuaţii ale sistemului 
(2) se pot scrie atunci. 


yăZ=zaY, 22 XS ZI, Ly = yăX 
şi vedem că aceste egalități se găsesc satisfăcute dacă avem 
LX =, A = Op DZ =o. 


Aşa dar condițiile de echilibru se reduc numai la aceste 
3 ultime ecuații, care exprimă. că vectorul rezultant al siste- 
mului de forțe este nul. Puteam raţiona şi astfel: Momentul 
sistemului de forţe. fiind egal cu 'momentul rezultantei, trebue 
ca acesta să fie nul în raport de ori şi ce punct al spaţiului, 
ceea ce nu poate avea loc decât dacă rezultanta este nulă, deci 
ZX =0, 2Y =o, XZ = o. — Obţinem deci aceleaşi oon- 
diții ca în cazul echilibrului unui punct material, după cum este 
și logic să fie, 
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c). Echilibrul unui sistem de forte paralele. Fie F una 
dintre forțe şi cosa, cosb, cosy cosinusurile såle directoare: 
Avem, pentru proecțiile pe cele trei axe: 

X = Poosa, Y= Foosf, Z= Fcosy. 


Pentru forțele care lucrează în sens contrariu, ar trebui 
să schimbăm semnele cosinusurilor. In loe de aceasta, să dăm 
acelor forțe semnul minus şi să păstrăm pe a, 6, y neschim- 
baţi. Cu asemenea convenție, cele 6 ecuații de echilibru devin 


cosaðF =o, cosp AF =o, cosțiF=o; 


cosy Fy — cosf LFz =o, cosa Fg — cosy E Fg = o, 
cosf XF gv — cosa XF y= o. ; 


Cele dintâi. trei se reduc la XF =o care exprimă că 
vectorul rezultant al sistemului este nul. Celelalte trei se reduc 
la, următoarele două: 


PD UD Ed, > Ea 


cosa cosg — cosy 


Acest rezultat ne este, cunoscut de la teoria momentelor, 
când am căutat condiţia ca un sistem de vectoare paralele să 
aibe în raport de un punct O momentul nul, în ipoteza XF =o- 

Să presupunem că forțele sunt toate paralele cu axul Oz. 
In acest caz, cele 6 ecuaţii de echilibru se reduc la 


2F=o0, BFg=o0o, IDIFy=0 


căci cosa = o, cos =o iar cosy =. 
Dacă însfârşit forțele sunt toate: coprinse în planul Oy: 
şi sunt paralele cu Oy, avem 


EESO, DEL = 6) 
de oarece coso = o iar cosb =. 


5. Notă. Să notăm în treacăt, că ori-ce alte condiţii de 
echilibru nu pot fi decât consecinţe ale ecuaţiilor generale de 
mai sus, ; i 

Astfel, dacă este adevărat că în cazul când momentele 
unu. sistem de forţe coprinse întrun plan, în raport de 3 
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puncte ale planului ne situate în linie dreaptă, sunt mule, siste- 
mul este în echilibru, aceasta rezultă imediat din ecuaţiile dela 
NO precedent, în felul următor: 


Fie O, O', O! cele trei puncte date, dintre care pe O 


să-l lum- ea origina axelor cordonate. Momentele în raport de 
aceste 3 puncte fiind nule avem 


N =i(2Y —yX)=o 
(1). N =N-—(aQ—yP)=o 
NI = N — (2 Qi—y'!l P) =o 


adică 
A (sY —yX)=o0 
L'Q—y'P =o, TIA JURO, 
Ori, dacă dreapta 00! nu trece prin origina O, atunci 
Sa, IA ie TTET g 
nu avem proporția -y = ym ṣi, ea urmare, cele două din urmă 


ecuații nu pot avea loc decât dacă 
P= o0, Q =o. 
Sistemul de ecuații (1) revine deci la cele 3 ecuații gene- 
rale de echilibru dela pagina 160: 
AX = onnaa DY =o, E(x Y —yX) =o.. 
III. SISTEME DE FORŢE ECHIVALENTE. 
1. Definiţie. Două sisteme de” forţe care lucrează” asupra 


anui solid sunt zise'echivalente, dacă le putem înlocui, unul 
prin celălalt, fără a schimba starea solidului. 


2. Teorema |. Dacă două sisteme de forțe S, și S, sunt 
echilibrate fiecare în parte de un al 3lea sistem $,, ele sunt echi- 
valente, 

In, adevăr, sistemului S, putem să-i adăogăm cele două 
sisteme S, și Sp care îşi fac echilibru. Insă în sistemul (S; , S2, Sa) 
putem să suprimăm sistemele, Sı şi Sa care îşi face echilibru. 
Riumâne atunci sistemul S, care este deci echivalent lui Sı. 
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3. Teorema ||. Pentru ca două sisteme de forțe să fie echi- 
valente, este necesar și suficient ca ele să aibe același moment în 
raport de ori și ce punct al spațiului. 


In adevăr, pentru ca solidul să fie în echilibru sub ac- 
ţiunea sistemului de forţe ($,, S) este necesar şi suficient ca 
momentul acestui sistem să fie nul în raport de ori şi ce 
punct al spaţiului, şi aceasta pretinde ca momentul lui S; să 
fie totdeauna egal şi direct opus momentului lui S. . 

Ori, aceiaşi condiţie trebue îndeplinită pentru ca solidul 
să fie în echilibru sub acţiunea sistemului de forțe (S,, S2). 
Rezultă atunci imediat că momentul sistemului S, trebue să fie 


totdeauna, egal în mărime, direcţie și sens cu momentul siste- 
mului $,. 


4. Ecuaţii care exprimă echivalenţa a două sisteme də forţe. 
Fie L^, M,, N, şi L'a, M'a, N', proecţiile momentelor 
a două sisteme echivalente de forțe S; şi S, în raport cu un 
punct de cordonate z', y, 7. 
Potrivit teoremei precedente trebue să avem, ori care ar 
fi a], y', z' următoarele trei egalităţi: | 
Dr S Dga Mi =M}, N', = N 
adică, explicitând, 
Lı = (y R =z Q) = L. — (yR, — 2 Q) 
Mı —(2' P, =~ x'Rı) = Ma — (2 Pa — Ro) 
N, — (x' Qı —y P) = N — (2' Qa — y' P3). 
Ori, aceste 3 egalități nu pot avea loc ori care ar fi 
£, y , z! decât dacă ; 
Pi = P}, Q =Q», R: =R; ; 
L= La, Mı =M., N => Na: 
Aceste condiţii exprimă că ambele sisteme de forţe an 
acelaşi vector rezultant şi acelaşi moment în raport de un punct. 


5, Condiţie pentru ca un sistem de forțe să se reducă la 
o forță unică. 

Un sistem de forţe aplicat unui solid este în general 
reductibil la două forțe, şi numai în mod excepțional el poate 
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fi redus la ù forță unică. Să căutăm condiţia acestei din 
à ERN SRS ; 

urmă reducții. Fie: P, Q, R componentele vectorului rezultant 

al sistemului de forțe şi L, M, N componentele momentului 


sistemului de forțe în raport de un punct pe care-l luăm 


ca 
origină a axelor cordonate. 


Pentru ca o forță X,, Yu, Zo aplicată întrun punet 
Vos Yos Zo SĂ fie echivalentă sistemului, este necesar şi sufi- 
cient să avem 


X, =P, Yo =Q, Z=R; 
Yo Zo— z Yo =L, z X,— x, Zo=M, vo Yo — yo Xo =N. 


Cele dintâi 3 ecuaţii determină pe Xo, Yo, Za; celelalte 3 
se scriu, înlocuind pe X, Yo, Ze prin P, Q, R: 


YR—z2Q=L 
(1) zy P—a R =M 
DQ—pP=N. 


Aceste 3 ecuaţii în £o, Yo, 2 nu sunt însă independente, 
determinantul lor fiind nul. De altfel, dacă înmulțim respectiv 
ecuaţiile cu P, Q, R şi le adunăm, obţinem ecuaţia 


oe PL+OM+NR-=—o 


care neconţinând necunoscutele, reprezintă condiţia de compati- 
bilitate adică condiţia!) pentru ca să poată exista valori £o, Yo Ze 
care să verifice sistemul celor trei ecuaţii. Dacă această condiție 
este satisfăcută, sistemul (1) se reduce numai la 2 ecuaţii care 
reprezintă o dreaptă A. Ori ce punet de pe această dreaptă 
poate fi luat drept punct £o, Yo; 2 de aplicaţie, pentru forța 
Xo, Yo, Zo. De altfel dreapta A este paralelă cu vectorul rezul- 
tant al sistemului, şi deci cu forța Xo, Yo, Zo, căci paralela 
lui A dusă prin origină, are ca ecuaţii, potrivit sistemului (1): 


(00 tu iei statii e 
P Q R 


1) Ea exprimă că determinantul caracteristic al sistemului (t) este nul. 
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Insfârşit, condiția (2) exprimând că vectoarele P, Q, R şi 
L, M, N sunt perpendiculare unul pe altul dă loc la următoarea 
propozițiune: 


Pentru ca forțele aplicate unui solid să se reducă la o forță 
unică, este necesar și suficient ca vectorul rezultant al sistemului 
de forțe și momentul acestui sistem în raport de un punct să fie 
perpendiculari unul pe altul, 

Reamintim că suma PL + MQ + NR este un invari- 
ant?), aşa că dacă această sumă este nulă pentru punctul ales 
ca origină, ea este nulă pentru ori ce alt punct al spaţiului. 

Forţa, unică la care se, reduce sistemul de forţe ia numele 
de rezultantă. Pentru ca ea să existe, trebue bineînțeles, în 
primul rând, ca vectorul rezultant al sistemului să nu fie nul, 
şi deci P,Q, R să nu fie toți nuli. In această presupunere, 
vom observa că, în particular, dacă în raport «de origina aleasă 
O avem 

à L.= o, M= 0, N.= o 
condiția (2) fiind atunci satisfăcută, sistemul de forțe se reduce 
la o forță unică, aplicată potrivit ecuaţiilor (1) întrun punet 
oarecare al dreptei 
a!) tab YaB Zo 


o) R 
care trece prin origina O şi are aceiaşi direcţie ca vectorul 
rezultant al forțelor. 
a). Cazul forțelor coprinse îm același, plan. Luând planul 
forțelor drept plan 2 Oy, sistemul celor 3 ecuaţii (1) se reduce 
la singura ecuaţie 


zo Q = yo P, =N 
care determină dreapta de suport a rezultantei sistemului. 

Aşa dar, în caz că P şi Q nu sunt amândoi nuli, sistemul 
se poate totdeauna reduce la o forţă unică, fără vre-o altă con- 
diție de îndeplinit. De altfel, în cazul forţelor conţinute într'un 
plan, momentul oricărei forțe este perpendicular pe direcţia 
forței, 


1) Cinematica, pag., 28, 
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b). Cazul forțelor paralele. Stim de la teoria momentelor 
că dacă vectorul rezultant al unui sistem de vectoare paralele 
Sa Y y 
nu este nul, adică dacă nu avem SF = 0, atunci există un 
punct de cordonate 


Fg EF, > F 
GE = ape Ci E: 


>) 


prin care ducând o dreaptă A paralelă direcţiei comune a vec- 
toarelor şi aplicând pe această dreaptă în sensul a, ĝ, 7, ce 
sa definit, un vector egal cu F, momentul acestui vector este 
egal cu acela al sistemului în raport de ori şi ce punct al spa- 
tului. Am stabilit pe de altă parte că există totdeauna relaţia 
PL+MQ+NR=o. 

Asimilând forţele cu vectoare, vedem astfel că un sistem 
de forţe paralele se poate totdeauna reduce la o forță unică, 
dacă vectorul rezultant al sistemului nu este nul. Punctul de 
cordonate a, b, c ia numele de centrul forţelor paralele. El 
este independent de unghiurile œ, ĝ, y ale direcţiei forțelor. 

Tot ca urmare a celor spuse la teoria momentelor, re- 


R zultanta R a unui sistem de 2 forţe pa- 

= ralele F, şi F, aplicate în punctele O, şi 

E 2 ©,, divide dreapta O, Oe în părți invers 

i f f proporționale cu cele două forțe, adică 
1 2 


avem F; fi = Fz f sau, mai general, 
Fi 102 Fa = Fa = R . 
2 ff 0.04 » 
Dacă forțele au direcţii opuse, rezultanta lor este egală 
cu diferenţa F, — F, şi este aplicată într un 
punct O de pe prelungirea dreptei O, O» 
dinspre forța cea mai mare F,, însă aşa 
fel că avem tot proporţiile 
a date RIDE 
fa fi 0i0, 
a R= Ba Bi ibigi 10, 0, = fifa: 
Aplicaţie la greutate. Să considerăm, 
la suprafaţa pământului, un sistem inva- 
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riabil de puncte materiale, supuse la acţiunea greutăţii. Dacă 
dimensiunile sistemului sunt foarte mici față de acelea ale pă- 
mântului, greutăţile tuturor punctelor sunt paralele, aşa că 
însemnând prin p una din ele, prin æ, y, z cordonatele punc- 
tului material respectiv și prin P greutatea întregului sistem, 
avem, potrivit celor de mai sus, pentru cordonatele centrului 
de forţe: 


5 pu Epy > pa 
a = P ) DE P ) om "BA q 
Insă, dacă reprezentăm prin m massa punctului de greu- 
tate p şi prin M massa totală, vom putea înlocui pe p prin 
mg şi pe P prin Mg; suprimând atunci factorul comun g dela 
numărători şi numitori se obține 


AMT my Zmz 


a = EM b = M. GER M $ 

Aşa dar, centrul de forte coincide cu centrul de greutate 
al sistemului. 

In mod mai general, vom zice, că dacă fiecare punct al 
unui sistem invariabil este solicitat de o forță proporțională cu 
massa punctului și toate aceste forţe sunt paralele și de acelasi 
sens, atunci rezultanta lor trece prin centrul de greutate al 
sistemului. 


6. Notă. Când 3 forțe care lucrează asupra unui solid își fac 
echilibru, ele sunt coprinse în același plan și una oarecare dintre 
ele este egală și direct opusă rezultantei celorlalte două. 


- Fie în adevăr P, Q, R aceste forţe. Pe direcţia forţei P 
să luăm un punct arbitrar O. Forţele făcându-şi echilibru, mo- 
mentul total în raport de O trebue să fie nul. Cum momentul 
forței P în raport de O este nul, rezultă că momentele în ra- 
port de acest punct ale forţelor Q şi R trebue să fie egale şi 
direct opuse, ceea ce pretinde ca forțele Q, R şi punctul O 
să fie coprinse in același plan, Acest plan conţine de altfel şi 
forța P de oarece punctul O poate fi un punct absolut ori şi 
care de pe direcția acestei forțe, 
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Pe de altă parte, una oarecare dintre forțe trebuind să, 
facă echilibru celorlalte două, este evident egală şi direct opusă, 
rezultantei acestora. — In mod mai general, când mai multe 
forţe își fac echilibru asupra, 
unui solid, una oarecare dintre 
ele echilibrează pe toate cele- 
lalte, de unde rezultă că supri- 
mând una dintre forţe, siste- 
mul format de celelalte se re- 
duce la o forță unică. 

Când 3 forţe îşi fac echi- 
libru, ele sunt fie concurente, 
fie paralele. Când sunt concu- 
. rente, avem următoarele pro- 
porții între forțe și sinusurile unghiurilor coprinse între ele: 

P Q R 


(1) sina sing siny 


\ 
im 
Fig. 104 


din care rezultă 
R2 —P2+ Q? + 2 PQcosy. 
Avem în adevăr, spre exemplu, în triunghiul OPR’, în 
care R = R; 
P Q R 


sin (oo)  sin(r—f)  sin(n—%) 


egalităţi din care rezultă proporţiile (1) căci sin (z—a) = sina, 
ete. | * 

Obţinem tot proporţiile ((1). dacă proectăm sistemul de 
forţe pe două direcţii respectiv perpendiculare pe două oarecare 
dintre direcțiile forţelor. 

Astfel proecţia pe direcţia «a! perpendiculară pe OR, 
ne dă 

si 3r „A 
„Poos( 6-4 )+Q cos (5 — a) =o 


y 


adică 


P sinf = Qsing 
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iar proecţia pe direcţia yy' perpendiculară pe OP, dă 
€ ji ; 


Recos (6 — 5) +Qcos (y -+ )=o 


i 
adică 

R sin $ = Qsin y. 
Regăsim deci proporţiile (1). 

In consecinţă, în cazul considerat, acest sistem de pro- 
porţii va putea oricând înlocui sistemul celor două ecuaţii ge- 
nerale de echilibru LX = o, XY = o. Este însă de observat 
că aceste ecuaţii ca şi cele două proporţii au loc și în cazul 
când R formează cu rezultanta forțelor concurente P şi Q un 
cuplu. Pentru ca 3 forţe coprinse în același plan să-şi facă echi- 
libru, mai este deci necesar ca momentul sistemului de forțe 
în raport de un punct al planului să fie nul, ca în cazul ge- 
neral al echilibrului forțelor coprinse în acelaşi plan. 


1V. TEORIA CUPLURILOR. 


1. Definiţie. Se numește cuplu, sistemul format de 2 forţe 
egale, paralele şi de sensuri contrarii. 

Am stabilit la teoria momentelor, că momentul unui cuplu 
este acelaşi în raport de ori şi ce punct al spaţiului și deci 
egal cu momentul în raport de A sau A! 
care are ca valoare F.d, însemnând prin 
F intensitatea comună a forțelor şi prin 
d braţul de pârghie al cuplului. Ducând 
spre exemplu din A o perpendiculară pe 
planul cuplului, vectorul moment se poartă Fig. 105 
pe această perpendiculară şi aşa fel ca un 
observator culcat pe ea cu picioarele în A, să vadă direcţia 
forței F! dela stânga spre dreapta. 


- 2. Teorema |. Putem, fără a schimba efectul unui cuplu, să 
deplasăm planul cuplului paralel cu el însuși și să modificăm în 
acest plan forţa şi braţul de pârghie, așa fel însă ca momentul cu- 
plului să nu se schimbe. 
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In adevăr, prin ori şi care din aceste modificări nu se al- 
terează deloe momentul cuplului în raport de un punct oarecare 
Gai o aa i o A 
al spaţiului. Toate cuplurile ce se obţin sunt deci echivalente, 


3. Teorema ||. Un sistem de cupluri având ca momente H; 
H., H3,... este echivalent unui cuplu unic având ca moment suma 
geometrică a momentelor H,, H,, H,,... 


In adevăr, momentul sistemului de cupluri fiind egal cu 
suma geometrică a momentelor H,, H}, H,,... este același 
în raport de ori şi ce punct al spaţiului ca momentul cuplului 
unic; deci există echivalență. 


4. Intrebuinţarea teoriei cuplurilor pentru reducerea for- 

telor aplicate unui solic. Fie O un punct arbitrar, legat invariabil 

-p  Solidului, şi A punctul de aplicaţie al 

A uneia din forţe F. Să aplicăm în punctul 

O, în sensuri opuse, două forțe F', FE" 

| O F egale şi paralele forței F. Nu am schim- 

paie i bat prin aceasta starea solidului căci 

forţele E! şi F” îşi fac echilibru. Prin 

operaţia făcută, am înlocuit însă forţa 

F prin forţa echipolentă F” şi cuplul (F, F'). Procedând la 

fel pentru toate celelalte forţe care lucrează asupra solidului, 

ajungem a înlocui sistemul de forţe dat printrun sistem de 
forţe echipolente aplicate în O şi un sistem de cupluri. 

Forțele echipolente din O dau o rezultantă egală cu suma 
geometrică a forţelor F. Pe de altă parte, cum momentul fie- 
cărui cuplu (F, E”) în raport de O este egal cu momentul for- 
tei respective F, momentul sistemului de cupluri este egal cu 
acela al sistemului de forţe aplicate solidului. De aci urmă- 
toarea propoziţiune: 

Un sistem de forțe aplicate unui solid este totdeauna 
reductibil la o forţă unică aplicată întrun punct arbitrar O, 
egală cù suma geometrică a forţelor date, și un cuplu unic al 
căruia moment este egal cu momentul” sistemului de forțe în 
raport de O, 


Fig. 106 


Să ducem prin O trei axe cordonate dreptunghiulare și 
să însemnăm prin X, Y, Z proecţiile uneia dintre forţe F şi 
prin æ, y, z cordonatele punctului ei de aplicaţie. 

Potrivit propoziţiunei enunțate, forța unică aplicată în 
O va avea ca proecţii 


P=iăă, Q=Y, R=XZ 
iar momentul cuplului unic va avea ea proecţii pe aceleași axe 
L=>(yZ—2Y9), M=2(zX—xZ), : N=2} (x Y—yX). 


Pentru echilibrul solidului este necesar și suficient ca atât 
forța unică cât și cuplul unic să fie nuli. Exprimând acest lu- 
cru, regăsim cele 6 condiții de echilibru cunoscute 

PIOR Q=o0, R= o; 
L=o, M=o, N=o, 


5. Notă. a). Din cele de mai sus rezultă că dacă numai 
suma, geometrică a forţelor aplicate unui solid este: nulă, adică 
dacă avem numai 


P=o, Q=o, R=o 


sistemul de forţe se reduce la un cuplu. 
Dacă din potrivă, avem numai 


L=o, M =o, N =o 


adică dacă momentul sistemului de ‘forțe în raport de un punct O 
este nul, sistemul de forțe se reduce la o singură forță aplicată 
în O, egală cu suma lor geometrică, aşa după cum am mai 
spus la pagina 165. 

b). Un cuplu nu poate fi echivalent decât tot unui cuplu, 
căci o forță unică nu podte avea niciodată acelaşi moment în 
raport de ori şi ce punct al spațiului ca un cuplu. 

Ca urmare imediată, un cuplu nu poate fi distrus decât 
tot printr'un cuplu. 


V. ECHILIBRUL UNUI SOLID CARE NU ESTE LIBER. 


y 
1. Determinarea condițiilor de echilibru. Fie un solid ale 
cărui mișcări să fie limitate de obstacole, cum spre exemplu un 
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solid care având 2 puncte fixe nu poate lua altă mișcare decât 
o rotaţie în jurul dreptei care unește cele două puncte. 

In asemenea cazuri, condiţiile de echilibru se obțin ex- 
primând că forțele, în general necunoscute, prin care se pot 
înlocui acțiunile obstacolelor asupra solidului și forțele direct 
aplicate solidului, formează împreună un sistem de forţe în echi- 
libru, cele două categorii de forţe făcându-şi de altfel reciproc 
echilibru. 

Vom putea deci aplica sistemului total de forţe cele 6 
ecuații de echilibru. Eliminând între ecuaţii componentele forțe- 
lor necunoscute, ne vor rămâne un oarecare. număr de ecuații 
independente de aceste forțe care vor reprezenta condițiile de 
echilibru căutate. Presupunând ` aceste condiții îndeplinite, vom 
deduce componentele forțelor necunoscute din ecuaţiile în care 
figurează ele. 


2. Echilibrul unui solid care are un punct fix. Să luăm 
punctul fix ca origină a unui sistem de axe dreptunghiulare 
Fie X, Y, 7 proecţiile uneia oarecare dintre forţele aplicate 
solidului şi a, y, z cordonatele punctului ei de aplicaţie. Acţi- 
unea punctului fix asupra, solidului poate fi reprezentată printr'o 
forță N trecând prin acest punct; fie X!, Y!, Z! componen- 
tele necunoscute ale sale. 

Solidul putând fi considerat ca liber şi în echilibru sub 
acțiunea, forțelor direct aplicate şi a forței N, aplicația celor 6 
ecuații de echilibru ne dă, observând că momentul forței N în 
raport de origină este nul, 


X'+ EX =o, M EASO, Z + iZ=o0; 
Z(yZ—zY)=o0, (eX —gvZ)=o0, X(zY —yY)=o. 


Cele 3 din urmă ecuaţii fiind independente de N reprezintă 
condiţiile de echilibru. Ele exprimă că momentul sistemului de 
forţe direct. aplicate, în raport de punctul fix, este nul; cu 
alte cuvinte că forţele direct aplicate se reduc la o singură. for- 
tă trecând prin punctul fix, 

Cele dintâi 3 ecuații ne dau componentele acțiunei N. 


i e, 
ICa r nE, 
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Avem în adevăr 
AAO IR, Y'= — IY, ZI = — YZ, 


Presiunea  solidului asupra punctului fix, fiind egală și 
direct opusă lui N, are ca componente —X', — Y/, — Z. Deci: 
sarcina punctului fix este egală, în caz de echilibru, cu rezul- 
tanta forţelor direct aplicate. 


Exemple. a). Echilibrul unui pârghii AOB supusă forțe- 
lor F, şi F}. Condiţia este ca momentul sistemului F,, F, în 
raport de punctul fix O să fie 7 
nul, deci ca momentele forțelor < 
F, și F, în raport de O să fie 
egale şi direct opuse adică 

Dio CA = Mho he 


Rezultanta forțelor F, şi F, 
trece prin punctul O şi repre- 
zintă sarcina acestui punct. 
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b). Echilibrul întrun plan vertical al unei bare grele și 
omogene OA, de lungime a, fixată în O și legată prin estre- 
mitatea ei A de un fir flexibil si inextensibil care trece fără 
frecare printun inel fix O și este tras de o forță F. In afară 
de greutatea P şi de forţa 
F, bara mai este solicitată 
la trei sferturi din lungi- 
mea eide o forţă verticală 
egală cu 2 P. Se dă 

OC = OA. 

Cum efectul forței F 
se transmite prin fir punc- 
tului A în direcția AC, 
condiţia de echilibru este, 
luând momentele în raport 
Fig. 108 de O, 


: N å 
P -5 sin 0 + 2 P 5 sin 0 — F a cos- = o 


Ai ae 


adică 
F cos- = 2P sin 
de unde 
F = 4P sin- 


Să calculăm valoarea acțiunii N din punctul O. Avem, 
proectând pe Ov și Oy şi însemnând prin X’ şi Y’ compo- 
nentele lui N, 


e o o; Y3 P HFsnt =o 
deci 


X! = 2 P sinô, Y= p(3—a sin: 2). 
Caz particular. Fie 6 = 600. Atunei 


PF =2p, XO p3. Y=2P 
NE EV a 


3. Echilibrul unui solid care are un ax fix. Când un solid 
are două puncte fixe O, OY, solidul nu poate decât să se învâr- 
tească în jurul dreptei O'O”, care este unax fix. Să luăm 
punctul O! ca origină a unui sistem de 
axe dreptunghiulare iar dreapta O! O” ca 
ax Oz. Fie X', Y', Z' componentele ac- 
țiunii N’ a punctului O'; X”, Y”, Z" ace- 
lea ale acțiunii N” a punctului O” şi k 
distanța O! O". } 

. Solidul fiind considerat ca liber şi 
Fig. 109 în echilibru sub acțiunea forțelor direct 
aplicate şi a acțiunilor N’ şi N”, aplica- 

țiunea celor 6 ecuații de echilibru ne dă, 


XA XI + EX =o, YI + VU DE o, 


DI 74 AZ =; 
~h YLK DYL =r Y)=0, ARII (ekX—a2Z)mo, 
X(2Y — yX) =0 


observând că forţa N! intervine singură în cele 3 din urmă 
ecuaţii şi că cordonatele punctului său de aplicaţie fiind o, o, h, 
componentele momentului ei în raport de origină sunt, potrivit 
formulelor generale, 


PX, h X", 5, 


Ultima ecuație fiind singura care este independentă de ac- 
țiunile necunoscute N' şi N”, exprimă condiția de echilibru. 
Această condiție este ca momentul sistemului de forțe direct 
aplicate solidului, în raport de axul fix, să fie nul. 

Ecuațiile 4 şi 5 ne dau 


A By ZX), sm a (2 Xe 2) 
h h > 


X" şi Y” fiind astfel cunoscuți, ecuaţiile 1 și 2 ne dau pe 
X şi Y'; însfârşit ecuația 3 determină suma Z/ + Z”. 

Cantităţile Z/ şi Z” nu pot prin urmare să fie determinate 
în mod separat; acest rezultat putea să fie prevăzut, căci ori 
ce forță aplicată unui solid invariabil putând să fie transpor- 
tată întrun punct oarecare de pe direcţia sa, este clar că cele 
două forțe ZI, ZI! pot să fie distribuite în mod arbitrar celor 2 
puncte O, O! cu singura condiţie ca suma lor să rămână ne- 
schimbată. 

Când în loc de un sistem riguros rigid, se consideră un 
solid natural, susceptibil de a se deforma sub acţiunea, forţelor 
aplicate, presiunile din O! şi O” sunt sub toate raporturile dis- 
tincte una de alta, dar pentru a le calcula este necesar să se 
dea legea, de deformaţiune a solidului şi această chestiune nu intră 
în cadrul Cursului nostru. 

Problemă. Un solid omogen de formă paralelipipedică și 
de greutate P se găsește așezat pe un plan orizontal, ca un zid 
vertical. Hl poate fi însă învârtit în jurul muchiei sale AA! 
proectată, în A, punctele A și A! fiind fixe. 

Se cere ase determina valoarea efortului perpendicular Q, 
cu care trebue să Împingem solidul la o înălțime h dela bază, 
pentru ca el să se afle pe punctul dea se răsturna spre dreapta 


figurei, 


ali cânt w 
Nikaia ra, a sark = 
saga SA PI ni 
e pete a 
-~ ni pi -- 
SORSAS IT eee i = 
y secara et ei ye 
=> pi ai 
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Fie a, b, c lungimile celor trei muchii ale solidului, din- 
tre care c= AA, 

Forţa căutată Q este aceea care menţine solidul în pozi- 
ție verticală când el, în loc de a se rezema pe planul orizon- 
tal, se reazemă numai pe muchia sa AA. Valoarea acestei 
forțe se determină luând momentele forţelor P şi Q în raport 
de axul de rotaţie. Avem 


b 
P5 —hQ=o 


E 
Q= 7: 


(od 


Ori-ce efort superior lui Q provoacă 

Fig. 110 răsturnarea solidului spre dreapta figurei. 

Valoarea lui Q, nu depinde de po- 

ziţia punctului de aplicaţie K pe orizontala proectată în H. La 

ori-ce poziţie a lui K corespund însă alte acţiuni N! şi N/ ale 
celor 2 puncte fixe A şi A! asupra solidului. 

Dacă voim a determina aceste acţiuni prin metoda gene- 
rală, vom imagina un sistem de axe dreptunghiulare A vyz cu 
origina în A, aşa după cum arată figura, axul Az. fiind în- 
dreptat pe direcţia: AA! pentru ca sistemul de axe să formeze 
un triedru direct. Atunci aplicaţia primelor. 5 formule din cele 
6 de mai sus ale echilibrului, ne dă, însemnând prin z depăr- 
tarea punctului K de planul vertical A xy, 


X'+X1—P=o, WEYN Q= Oo, Zit Z!= o; 


Ci lesa Qiz = 0 oX -= P =o 


din care deducem 


XI = yu = Q: 
P z 
X = Y = Q(1- 4) 


componentele Z/ și Z/! ne-putând fi determinate fie-care în partes 


— 177 — 


4. Echilibrul unui solid care se reazemă pe un plan fix. 
Fie un solid care se reazemă pe un plan fix prin punctele A, , 
Åz, As, ... . Să luăm acest plan 
drept plan zOy, iar ca ax Oz să 
"luăm perpendiculara îndreptată spre 
partea unde se găseşte solidul. 

Acţiunile planului fix sunt pa- 
ralele cu Oz şi aplicate în punctele 
A, As, A, -` ; ele dau o rezul- 
tantă Z care întâlneşte planul xOy Fig. 111 
întrun punct de cordonate X), yo: 

Solidul fiind în echilibru sub acţiunea rezultantei Zo- şi a 


forţelor ce-i sunt aplicate, aplieaţiunea ecuaţiilor de echilibru 
ne dă 


= 
o 


MAS a 0 Z„+i/=o; 
Yo 2o + >(yZ—z2Y)=o, = vr Zo +(e X—xZ)=o, 
2 (xY —yX)=o. 
Ecuațiile 1, 2 şi 6 neconținând pe Z, exprimă condiţiile 
de echilibru şi anume: trebue ca vectorul rezultant al forțelor 
aplicate să fie perpendicular pe planul fix și, pe de altă par- 


te, ca momentul acelorași forţe în raport de un ax normal pla- 
nului să fie nul. 


Ecuația 3 ne dă 
Z =—2}Z. 


Cum Z, este pozitiv, trebue deci ca XZ să fie negativ şi a- 
ceasta constitue o nouă condiție de îndeplinit. XZ fiind egal 
cu — Zp reprezintă acţiunea  solidului asupra “planului fix şi se 
înţelege că această acţiune trebue să constitue o apăsare aşa 
că DZ trebue cu adevărat să fie negativ. 
Insfârșit ecuaţiile 4 şi 5 determină pe 2, şi Yo: 
A —2EX-—212), e eNi 
0i 77 CERE Z 


Cum punctul de aplicație al rezultantei a 2 forțe paralele 
de același sens este coprins între punctele de aplicaţie ale for- 


24468 — 12 
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telor, se vede uşor că dacă compunein succesiv acţiunile aplicate 
în As As, Ag.. punctul de aplicaţie al rezultantei Z, va 
fi necesarmente situat în interiorul poligonului convex care co- 
prinde toate punctele de reazăm. Așa dar, ca ultimă condiție, 
trebue ca valorile z,, yọ să corespundă unui punct situat în. 
interiorul acestui poligon. 

Ecuațiile de mai sus ne dau numai presiunea totală — Zo 
exercitată de solid asupra planului şi cordonatele æg, yọ ale 
punctului ei de aplicaţie; să ne propunem de a determina pre- 
siunile care corespund fiecăruia în parte dintre punctele de rea- 
zăm. Fie pi, Po, Ps,---, acțiunile planului fix în A,, As, 
Age GE LSY ja Los Va 3 Tavi a 3 a» cordonatele acestor 
puncte. 

Acţiunea Zo fiind rezultanta forţelor pi, Pz, Pss- 
teoria forţelor paralele ne procură ecuaţiile 

Pi Do to Deh oo — Za = 

Du Pit Po Lo F Pata Far- = Tolo A (2X — x Z) 

Pit PY RPs Ys t -< = Yo Zo = — È (yZ — zY). 

Necunoscutele fiind Pr, po, ps...» vedem că dacă nuz 
mărul punctelor de reazăm este mai mare ca 3, problema. este 
nedeterminată. Când este însă vorba de un solid natural, acţiu- 
nile Pı, P2, ps...» şi prin urmare presiunile în punctele de 
xeazăm, care sunt respectiv egale şi direct opuse acţiunilor, sunt 


totdeauna determinate, dar solidul este atunci deformabil, iar 
nu rigid după cum presupune teoria. 


5. Probleme. 1). Să se determine poziția de echilibru a unei 
bare. grele 'și omogene, care: se 'reazămă prin extremităţile sale 
pe două planuri. înclinate. 

Fie P greutatea barei, aplicată în mijlocul ei D; N şi N” 
cele două acțiuni normale ale planurilor înclinate asupra extre- 
mităţilor A și A' ale barei. i a lega 

Cele 3 forţe P, N, N' făcându-şi echilibru sunt concu- 
rențe și coprinse în acelaşi plan. Acest plan e vertical căci conține 
forţa P; el este totdeodată perpendicular pe intersecţia celor două 
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planuri înclinate de oare ce conține perpendicularele N şi N’ 
aceste planuri, Această intersecţie este deci o dreaptă oriz 
lie 0 unghiul barei cu orizon- / 

i i PA 

tala, Cunoașterea acestui unghiu de- ~Z 
termină poziția de echilibru AA’ a 
barei, 


la 
ontală. 


Pentru determinarea lui 0, vom 
lua momentele în raport deun punct 
al planului. Cel mai simplu este de 
a lua momentele în raport de punetul 
C unde se întâlnesc direcţiile celor 
două acțiuni N şi N', căci momentele 
acestor acţiuni fiind nule în raport 
de C nu mai figurează atunci în ecuaţia momentelor. Condiţia 
de echilibru este deci ca momentul forței P în raport de C să 
fie nul, adică direcţia forței P să treacăîprin C, după cum arată 
figura de mai sus. Avem atunci 


i T ; 
CD Poin Casar O 4, da 
AD sin a Te 


i (= [i o) 
CDAS a DE G: ar _ Cos (a! — 0) 
AD sin o/ sin o! 


şi, cum AD = A'D, obţinem egalitatea 


cos (a+ 4) _ cos(a/ — 0) 


sin 4 „sin a! 
de unde rezultă 
sin (a! — a 
go iea, 
2 sin a sin o 


Incât priveşte pe N şi N', valorile lor se pot obține 
scriind proporționalitatea dintre cele 3 forțe P, N, N’ şi sinu- 
surile unghiurilor coprinse între ele. Figura ne dă 

P N N! 
sin (a Fo) sinia) Sma) 
sau 
p N N’ 
sin (a + a!) a E Daia vi 
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de unde rezultă 


anal P sin a! N? P sin « j 
sin (a -H al) ? A a SINAR A) 


2). Echilibrul într'un plan vertical al unei bare grele şi omo- 
gene AB, ale cărei extremităţi A și B se reazămă respectiv pe 
orizontala Ow și verticala Oy, extremitatea A a barei fiind soli- 
citată și de o forță orizontală F îndreptată spre O. 

"Ca si în problema precedentă, vom lua momentele în ra- 
port de punctul O unde se întålnese di- 


recțiile celor, 2 acțiuni N şi N’. Obţinem 
imediat 


sino = P-t eos0 =o 
à nt vio 
de unde, su: 


SR: 
„Pe de altă parte, proecţiile pe Oz şi 


Oy ne du >= ni 309 
aia SNE FR =o, i N Plo 
deci e e a e E N E a) ma do 
sara Neal ince = Piete di 


Rezultă, că sistemul „celor 4 forţe P, F, N, N' formează 
2 cupluri P, N) și ua aD care își fac echilibru. 


cui MINOR a i a F 


pa S] utt E alau Hagh sata anal 


$ wA A ERS ra pă 
ME be ct da ARRS FRIT da fica ee R 


UI. ECHILIBRUL SISTEMELOR DE FIGURĂ VARIABILĂ 
COMPUSE DIN MAI MULTE SOLIDE INVARIABILE. 


I. CONDIŢIUNI DE ECHILIBRU. 


1. Să considerăm un sistem de solide, cu diferite legături 
între ele şi supuse la diferite forţe și diferite obligaţiuni. 

Când există echilibru, fiecare dintre solide se găseşte se- 
parat în echilibru sub acţiunea a 3 feluri de forțe: 

1° forţele ce-i sunt direct aplicate, 

20 forţele care reprezintă acţiunile celorlalte solide asupra 
sa, potrivit legăturilor existente, 

30 forțele care reprezintă obligaţiunile particulare ce sunt 
impuse solidului (de a avea unul sau două puncte fixe, de a se 
sprijini pe un plan fix, etc.). 

Vom scrie deci pentru fiecare dintre solide cele 6 ecua- 
țiuni de echilibru, ţinând socoteală de egalitatea dintre diverse- 
le acţiuni şi reacţiuni din sistem, apoi, eliminăm între ecuații- 
unile obţinute forţele dela No. 2° şi 30 în general necunoscute; 
ne vor rămâne atunci una sau mai multe ecuaţii care vor re- 
prezenta condiţiile de echilibru ale sistemului. 

Bine înţeles, că dacă sistemul este în echilibru, vom putea 
să-l considerăm ca solidificat şi să aplicăm direct întregului 
sistem cele 6 ecuaţii generale de echilibru ale solidului invaria- 
bil. Aceste ecuaţii nu vor reprezenta însă nimio nou, ele putân- 
du-se deduce din sistemul total de ecuaţii de care am vorbit 
mai sus, 
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2. Càtəva exemple explicativo. 1). Două sfere grele şi omo- 
gene O şi O', coprinse între două 
> planuri fixe și înclinate LA și LA” 
cu intersectie orizonta/ă, se găsesc 
în echilibru. 

Forțele direct aplicate sunt 
greutăţile P şi P', aplicate în 
centrele O şi O' ale sferelor. 

Acţiunea sferei O' asupra 
sferei O este o forță de compre- 
siune T, îndreptată dela © spre 
O, iar acţiunea sferei O asupra sferei O! este o forță T egală 
şi direct opusă lui T, în virtutea principiului acţiunii și reac- 
fanii. 

Insfârşit, obligaţia impusă sferelor de a se sprijini pe 
planurile înclinate IA şi IA! se reprezintă prin forţele N şi N’ 
normale planurilor în punctele de contact. 


Rig 114 


2) Două bare AB și BO, articulate: în: punctul B și supuse 
Ja diferite forțe, se găsesc în echilibru. 


In punctul de articulaţie B, bara BC acţionează asupră 
barei A B cu o forță T iar bara A B reacţionează asupra barei 
BO cu o forţă r egală şi direct 
opusă lui T. 

Vom serie deci ecuaţiile de 
echilibra pentru fiecare bară în 
parte, ținând seama de forţa T 
aplicată barei AB şi de forţa T' Fig. 115 
aplicată barei BC. 


3). Două solide S şi S', articulate între ele printr'o vergea 
rigidă AB şi supuse unui sistem de forțe, se găsesc în echilibru. 
Presupunem că între. extremitățile A şi B ale vergelii nu 
lucrează nici o forță, Vergeaua fiind în echilibru, trebue ca a0- 
țiunile solidelor S și S' asupra ei să fie două forțe T şi T’ egale 


. 


şi direet opuse aplicate în punctele A și B, Invers, oale ver= 


— 183 — 


gelii asupra solidelor sunt 2 forțe T,, Ti! egale și direct opuse 
celor dintâi, 

Așa dar, fiecare dintre solide 
va fi în echilibru sub acţiunea forțe- 
lor ce-i sunt direct aplicate şi a ac- 
țiunilor T,, T ale vergelii asupra 
lui. — Vergeaua poate de altfel să fie 
supusă din partea solidelor fie la o 
tracţiune, fie la o compresiune. 

4). Două solide în echilibru, le- 
gate printr'un fir flexibil însă inexten- 
sibil. Daca există echilibru, extremi- 
tăţile firului sunt supuse din partea solidelor la două eforturi 
de tracţiune T, T’, egale şi direct opuse, aplicate la extremită- 
le A şi B ale firului. Se va raţiona deci ca mai sus, forțele 
direct aplicate solidelor trebuind însă să aibe ca; efect de a în- 
tinde firul, ceea ce constitue o condiţie particulară de echilibru. 


Fig. 116 


T M T Să considerăm un punct M al 
À B —— firului. Acţiunea porţiuneide fir M B 
Fig. 117 “asupra porțiunei M A, este egală cu 


forța T' aplicată în M, căci dacă 
suprimăm porțiunea MB, trebue să aplicăm în punctul Mo 
forță egală cu T’ pentru a menţine echilibrul. Invers, acţiunea 
porțiunii M A asupra porțiunii M B este 
o forță egală cu T, aplicată în M. Așa ` 
dar în fiecare punct, acțiunile reciproce 
ale celor două porţiuni de fir corespun- 
zătoare sunt egale şi direct opuse, in- 
tensitatea lor comună fiind egală cu a- 
ceea a forțelor care își face echilibru la 
extremităţile firului, Acţiunea unei por- 
țiuni de fir asupra celeilalte, aplicată în 
M, se numeşte tensiune. 
Dacă firul trece printr'un inel fix, în interiorul căruia poate 
aluneca fără frecare, trebue, pentru ca echilibrul să existe, ca ac- 
țiunile T, T” dela extremităţile firului să fie tot egale între 


Fig. LIS 
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ele, şi tensiunea în fiecare punct al firului are ca valoare tot T 
sau T’. Acţiunea inelului asupra firului, în punotul de contact este 
bine înțeles o forță egală şi direct opusă rezultantei forțelor T 


şi TD. 


3. Probleme. 1°). Să se determine poziția de echilibru a 
unui sistem format de două bare grele fsi omogene A B şi B C, 
articulate în B și situate într'un plan vertical, punctul À fiind fix, 
iar punctul C obligat de a rămâne pe orizontala Ox și supus unei forțe F. a 
Forțele direct apli- 
cate sunt greutățile P și Q 
ale barelor, aplicate -în 
mijloacele lor, şi forța. F. 
In poziția de echi- 
libru, acțiunile reciproce 
ale barelor sunt. două, for- 
ice „te T şi T’ egale şi direct 
Glina EF opuse, aplicate în punctul 
Fig. 119, B; fie Ts şi T,- proee- 
i DE se GANGS tiile lui T pe axele Oz 
şi Oy, T fiind acțiunea barei BC asupra barei A B. 

„Fie deasemenea Na şi N, proecţiile acţiunei N a punc- 
tului fix A asupra sistemului şi N’, perpendiculară pe Oz, 
acţiunea, orizontalei fixe Oz asupra, punctului C. 

Proectând forțele pe Oz şi Oy, şi luând momentele în ra- 
port de punctul B, pentru fiecare, din bare, obţinem cele 6 
ecuaţii } a 


f 


N Eo, T r E 


4 — P $ sin 0 + a sin bi Ay + a 008:0.. Na mi0; 
FZT: =0, W NAONET Se a) 


Q -F sinp — N'b sinp—Pbcospao 
cu relația dintre unghiurile Ogi e: 
GG A OTEL AA E ti esa pia i P f ? 
ait olon val) huma 00. hoos, 


mea * 
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Avem deci 6 ecuaţii între cele 5 necunoscute Na, Nj; 
Te, Ty, N’; eliminarea lor ne va da o ecuaţie în 6 şi o care 
va reprezenta condiţia de echilibru şi care împreună cu relaţia 
(2) vor determina valorile şi p corespunzătoare poziţiei de 
echilibru a sistemului. 

Efectuarea, acestei eliminări ne dă 


(P + Q) sin0. sing = 2 Fsin(p— 0), 


Pentru determinarea poziției de echilibru este suficient de 
a cunoaşte fie numai pe 0, fie numai pe ọ. Dacă am deter- 
minat spre exemplu pe 0, cele cinci dintâi ecuații ne vor deter- 
mina pe Nso Nys Teon Cys asia NG 


2%). Fie sistemul articulat ABC constituit din două bare AB, 
BC articulate în B. Punctul A este fix, iar punctul C poate ai 
neca fără frecare pe dreapta orizontală Aœ. Bara AB este grea 
şi omogenă, bara BC nu are greutate. /nsfârșit, punctul B este 
solicitat de o forță orizontală P în sensul Ax, iar punctul C este 
solicitat: de o forță F în sensul CA. Se cere condiția de echilibru 
a sistemului. 

Cum în punctul de ar- 
ticulaţie B lucrează o forţă, 
vom considera, sistemul ca 
fiind constituit din cele 2 
bare date şi un solid con- 
centrat în punctul B, forţa P Fig. 120 
lucrând asupra acestui solid. 

Fie T acţiunea solidului asupra barei AB. Condiţia de 
echilibru a barei AB este, luând momentale în raport de A ale 


forțelor T şi Q, 
(1) acos O T, + asind. Te HE cosd.Q=o. 


Acţiunea barei AB asupra solidului din B este o forță T 
egală și direct opusă lui T. Pe de altă parte, pentru ca bara 
BO să fie în echilibru, trebue ca forţele care lucrează la cape- 
tele ei să fie egale şi direct opuse, Deci, rezultanta forțelor N’ 
şi F are direcţia OB iar acţiunea solidului asupra barei BC 


si sah ae vei i ic 
greşi ara me N ete ARE ema 
s S w 
anans z> 
ve k 
4 z 
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este o forță egală şi direct opusă acestei rezultante. Solidul este 
prin urmare în echilibru sub acţiunea forţelor T', P şi a re- 
zultantei forțelor F şi N! transportată în B. Condiţiile de echi- 
libru ale solidului sunt atunci 


TI+P-FP=o, —T+N=o 0 N' = Ftgo. 


Eliminând pe Ty, Ty, N' între aceste ecuații și ecuaţia (1) 
găsim ca condiție de echilibru pentru sistemul celor două bare 


42 Peos0 . tgp = 2 (P — F) sin 0 + Q cos 0 
cu relația 
asin 6 = bsin v. 


Caz. particular. Dacă. Q = o şi a = b, condiţia se re- 
duce la P =2F ori care ar.fi 6. 


4. Observație. Să se observe bine, în aplicaţii, că dacă 
în aceiaşi egalitate utilizăm pentru evaluarea momentelor atât 
formula analitică 2Y—yX, cât şi formula geometrică F.d, să 
se ia pentru cea din urmă tot sensul de rotaţie dela, dreapta 
la stânga, pe care se bazează stabilirea celei dintâi D); 


5. Notă. Condițiile de echilibru ale unui sistem format din 
mai multe solide supuse la legături, se obțin în mod mai ex- 
peditiv prin aplicaţiunea teoremei travaliului virtual, de care 
ne vom ocupa mai departe. | 


II. POLIGON FUNICULAR. 


1. Definiţie şi condiţii de echilibru, Să considerăm un fir 
flexibil şi inextensibil susținut la extremităţile sale A şi B 
de două forțe P şi Q și solicitat în diferite alte puncte 
Ag, A201- e: de, diferite forțe E, „Ea, acului, Dacă; firul seste în 
echilibru sub. acţiunea forţelor ce-i sunt aplicate, el. ia forma 
unui poligon deschis, zis poligon, funicular. Să determinăm con- 


1) Cinematica, pag. 22. = 


dițiile de echilibru ale acestei tiguri, pe care să o presupunem 
pentru simplicitate ca coprinzând numai 5 puncte A, A,, A2, A.B. 

Pentru aceasta, nu 
vom avea, decât să consi- 
derăm poligonul ca fiind 
format dihtr'un sistem de 
solide invariabile A, A,, 
As, As, B reduse la câte 
un simplu punct material 
şi legate între ele prin 
lungimile de fir AA,, 
A, A, Ap As, AsB. Aducem astfel studiul chestiunei de faţă 
la cele studiate mai înainte 

Diversele lungimi de fir se vor găsi în echilibru potrivit 
următorului tablou: 

Firul AA, sub acţiunea tensiunilor P- şi —P 

e) A,A, » » E) ph n T; 
” A-A3 i) » » a EL) Te 
AB „ a —Q Q. 

Porțitifile de fir AA, şi Abp au deci diredțiile forţelor P 
şi Q. Să cercetăm echilibrul în fiecare din vârfurile A}, A, Ag 
ale poligonului. 

Forţele care lucrează asupra solidului A, sunt P, F} şi T}. 
Cum ele îşi fac echilibru, —T, este aici forțelor P şi F 
care sunt cunoscute. Tot astfel : 

—T, este rezúltanta forțelor — T; şi F,; 
=Q » DAN » Sa T, » F 3- 

Aceasta, fiind stabilit, să luăm un punct O prin care să 
ducem vectorul OM echipolent forței P, apoi vectorul MM, 
echipolent forței Fy: Rezultanta OM, va reprezenta atunci pe 
— T, iar direcţia M, O va fi direcția porţiunei de fir A, As. 
De asemenea, luând M, Mp eehipolent eu F,, vectorul OM, va re- 
reprezenta pe — T,, rezultantă a forţelor P, F,, F,, iar direc- 
ţia M, O va fi aceea a porţiunei de fir A, A;. Insfârşit, luând 
M, Mg, echipolent cu Fg, vectorul OM, va reprezenta pe — Q, 
rezultantă a forțelor — T, şi F}, adică a forțelor P, Fy, Fs, 


aa 2 ca Doe za 
~ erorile n. pm aa aer Ie 
E i su oaia TA 
ee ai. 
ee Ti aie mt “o 
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F,, iar direcţia M, O va fi aceea a porțiunii de fir A, B. Deci, 
poligonul în chestiune, zis poligonul lui Varignon, trebue să 
se închidă în punctul de plecare O, vectorul M,U trebuind 
să fie echipolent forței Q. 


Fig. 122 Fig. 123 


De aci următoarea regulă: Pentru echilibrul unui poligon 
funicular, este necesar și suficient, ca: 


1° poligonul lui Varignon să se închidă, 
2 direcţiile porţiunilor de fir AA,, ACA, A A; AB 
să coincidă cu direcţiile vectoarelor MO, M,O, 
= M0, MO. 
In asemenea condiții, valorile tensiunilor : intermediare 
T, şi T, sunt egale cu lungimile diagonalelor M, O şi M SO 


2. Cazuri particulare. Dacă forțele PF, F, F,,-Q 
sunt toate paralele unui acelaşi plan, poligonul lui Varignon 
M c este o figură plană şi poligonul funicular 

va forma, şi el în consecinţă, o figură 
tot plană. 

Dacă forţele intermediare F, , F,, F; 
sunt paralele unele cu altele, poligonul 
lui Varignon se reduce la un  triunghiu; 

"el formează deci o figură plană, ori care 
| ar fi direcţiile forţelor P şi Q dela extre- 
mitățile firului. Poligonul funicular va fi şi el tot plan și anume 
coprins întrun plan paralel cu acela al triunghiului. 


Fig. 124 
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II. CURBĂ FUNICULARĂ. 


4. Definiţie şi condiții de echilibru. Să considerăm un fir 
flexibil şi inextensibil, cu extremităţile A şi B fixate, sau su- 
puse forţelor P şi Q, fiecare element MM” al firului fiind ac- 
ționat de forţe infinit de mici care vom presupune că au o re- 
zultantă unică Fds, de ordinul elementului MM’, aplicată 
întrun oare care punct al acestui p 
element. Dacă firul este în echilibru, 
forma pe care o prezintă este zisă 
curbă funiculară. 

Să presupunem echilibrul ca 
existând. Dacă atunci, tăiem firul în 
M şi suprimăm porţiunea MB, va Fig. 125 
trebui pentru menţinerea echilibrului, 
să aplicăm în M, în sensul ultimului element al curbei AM, 
adică tangenţial curbei, o forță convenabilă T. Invers, dacă 
tăind firul în M suprimăm porţiunea MA, va trebui, în vir- 
tutea principiului acţiunii și reacţiunii, să aplicăm în M , pentru 
menținerea echilibrului, o forță — T, egală 


aii RE a pe : 
şi direct opusă lui T. Aceste două forţe iau 
e . Li A 
A í numele de tensiuni în punctul M. 
i a ee Să considerăm aenm un element de are 
g- 


MM! şi să tăem firul atât în M cât şi în 
M'. Pentru menținerea echilibrului, va trebui să aplicăm în M 
o forţă —T şi în M’ o forță T’, 
amândouă tangente firului. Fie K 
punctul de aplicaţie al forţei Fds, , 
zisă forță motrice. Putem asimila 
figura arcului elementar MKM’ 
cu aceea a unui poligon funicular 
cu 2 laturi MK şi KM'. Condiţia-de echilibru va fi ca ten- 
siunea T să fie rezultanta forței Fds și a tensiunei T'. Să ex- 
primăm aceasta în mod analitic, faţă de un sistem de axe cor- 
donate dreptunghiulare. 
Fie: s lungimea firului socotită pozitiv cu începere dala 


Rig. 127 
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punctul A; œ, y, z cordonatele punctului M; X, Y, Z proec- 
țiile pe axe ale forței F, care este forța motrice raportată la 
unitatea de lungime; œ~, @, y cosinusurile directoare ale ten- 
siunei T şi d, B", y! cosinusurile directoare ale tensiunei T’. 
Potrivit condiției de echilibru, avem în proecție pe axul Oz: 
; Pa = To + X de 
de unde 
(Pa — Ta) + Xds=o. 
Insă To — To este diferenţiala lui To., iar o este egal cu 


; "deci 


al& 


d (740) + Xas= o 

şi, în mod analog, ui 
(1) d (TH) + yd =o 
PDA) at 


Acestea sunt ecuaţiile de echilibru, pe care le mai putem 
serie, efectuând diferenţierea, şi suprimând factorul ds, 
i E Uira ASR 
doi Sairas abed biaa Bă o 


(2) dog te Duta islb ao 


Dope 
ds Da Ao 


— t 
az al 
Sa 5 s 
o Ta 
Q 
n 


In cazul cel mai general, forța F depinde de “poziţia în 
spațiu a punctului M, de poziția punctului M pe fir, adică de 
3, şi de orientarea, în spaţiu a elementului MM! ; componentele 
X, Y, Z sunt deci în general funcţii de v, y, z; s; Pee ) 
dz) i j! Bit 3 FoRS Sp lata su 
T - Alăturând. sistemului de ecuaţii (2), relaţia 


(6) mina pila p(n (0) 
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avem în total 4 ecuaţii diferenţiale de. primul ordin în raport 
de T și de al doilea ordin în raport de z, y, 2, care ne vor 
da pe x, y, z, şi T în funcţie de s şi de 6 constante ar- 
bitrare. 

Dacă, spre exemplu, extremităţile A şi B ale firului sunt 
fixe, cele 6 constante se determină scriind că pentru s = o şi 
s = l (l fiind lungimea firului) cordonatele %, y, z devin res- 
pectiv identice cu cordonatele punctelor A şi B. 


2. Cazul când forța F admite o funcție. Adunând ecuațiile 
(2) înmulțite respectiv cu T w, £ şi ținând socoteală de 
relația (3) şi de cea următoare: 


ds ds? ds ds? ARSE 


se obține egalitatea 


dT da > dy = (la 2 
adică ; i ai 
(4) dT + Xdr+ Ydy + Zda=o. 


Dacă X, Y, Z sunt derivatele parțiale ale unei funcții 
de cordonate, f(z, 9, 2), egalitatea (4) devine 


dI+df=o. 


ŞI, integrând, 


T+ fly, z) = To +f (2o, Yor 20) = 
Zo, Yos Zo Şi T fiind valoriile lui z, Y, 2 şi T întrun punct 
determinat. Se vede, că în cazul considerat, T nu depinde decât 
de f(x, y, 2). Inlocuind pe T prin expresiunea sa în ècuațiile 
(2), două oare care dintre aceste ecuaţii, împreună . cu relaţia 
(3), ne vor face cunoscută figura firului. = 9 04i 


3. Consecințele ecuațiilor de echilibru. Fie: «, 8B, y così- 
nusurile directoare ale tangentei din M la fir; Z, m, n cosinu= 


surile directoare ale normalei principale şi 


10 = 


R raza de curbură 


în M, — Se ştie că avem 
i apa idy uz 
a dSn e ds le: Saads 
dia dy d2z 
Ecuațiile (2) se pot deci serie 
dT T 
BEL m Lp Y iig 
dT T, 
tor Ti RIZ = o. 


Aceste egalităţi exprimă că forța motrice F, luată în 
sens contrariu, este rezultanta: 


ó dT 
0 A x S 
1° a unei forțe g; îndreptată pe tangentă, 


20 a unei forțe L îndreptată pe raza de curbură. 


De aci următoarele două consecințe: 


10) forţa, motrice este, în fiecare punct, situată în planul 


D SNUS an" danebizfo: 
Genda Piga 1284 2 
TEAN 0 Bă i ST pat 


” “oseulator al- firului; 
„20 dacă însemnăm prin F; şi 
F, proecţiile forței F pe tangentă 
şi pe normala principală, avem 
dT 


O E 
Ta D i re R 
ER TE e ERO 


AZ „R jjot 


i Echilibrul unui fir. întins. pe 1) suprafață. Când un fir 
întins pe o suprafață prin efectul celor două, forţe dela extremi- 
tăţile sale, se găseşte în echilibru, forța F face echilibru acţiu- 


nei normale a suprateţii. Componenta, tangenţială F} este deci 
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nulă și prin urmare s$ = o adică T = const. Aşa dar, 


tensiunea este aceiagi pe toată lungimea firului *). 

Pe de altă parte, cum direcția forței F este şi normală 
suprafeții și conținută în planul osculator al firului, rezultă că 
planul osculator al curbei formată, de fir este în fiecare punct 
normal suprafeţii. Această curbă este deci o Linie geodezică, a, 
suprafeții, adică o linie de lungime minimă. 


e ; T az ` 
Insfârşit, relația F, = — R » în care T este o constantă, 


ag - SE ee 2% 
arată că presiunea suprafeţii asupra firului este în „fiecare 
punct invers proporțională cu raza de curbură. 


5. Aplicațiuni. 1°) Lănţișoru/. Se numește lănţişor figura. 
de echilibru a unui fir care, a- si 
vând extremitățile sale fixate, nu 
este supus decât acțiunei greutății. 
Toate forțele fiind paralele, curba 
firului va fi coprinsă în planul 
vertical care trece prin cele două 
puncte fixe A şi B. Să luăm în 
acest plan două axe dreptunghiu- ET RS 
lare, axul Oy fiind vertical şi în- să i 
dreptat în sus. 

Presupunând firul omogen, să - însemnăm prin f greutatea 


sa pe unitatea de lungime; forța motrice va fi deci fds şi vom 
avea, 


X=o0, = f 
Aplicația ecuaţiilor (1) ne dă 
dx dy 
(T a) e ahn) =F ds 
şi integrând 


dx dy: p. l 
Taza Tep o ol agr Eehoga 


1) Forţele care lucrează la extremitățile firului sunt deci egale, căci 
ele reprezintă tensiunile limite. : 


24468 — 13 


a sr = Di 
Preia AAE a e = 
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de unde 
dy = fs -+ d 
dx c k 


Prima dintre aceste relații arată că componenta orizontală 
a tensiunei este aceiași în toate punctele. Relaţia a treia ne 
permite de a determina forma curbei. Deducem din ea, prin 


derivare, 
dy dă fi 


da US 6 
adică 
Pap © f Vd + dy _ y pe 
a a AA eee co Eta (a 
sau încă 


Separând variabilele şi integrând, obţinem 
Log (p AV 1+p )= Ao kie 
fx 


de unde PEI Eei A ip 
Rezolvind apoi în raport de p și înlocuind pe p prin : Su i 
găsim mii | i 
3 TRT > S HH A 1 f U $ 171 
vota sD] dy t gyd [ee 45 a iN zj 4 
(1) tă Ani LE pae 


=> 45 77 == = 
Ga o e Ile r 
Aceasta, este ecuaţia, lănţişorului. Relaţia de la care am 


plecat, ne dă, înlocuind în ea pe cui prin expresia (1): 


i. RR PO [ae : aami] ce! 
ala e Pi “ RIAN, Ei ps 


Er 
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Cele 4 constante c, c, o, c, se determină exprimând că, 
pentru s = o şi s = l, cordonatele şi y ale curbei devin 
identice cu cordonatele N PR date A şi B. 

Ecuația (2) a lănţişorului ia o formă mult mai simplă! 
dacă mutăm axele paralel cu ele însăși, într'un anumit punct 
O', situat pe verticala punctului celui mai de jos,; ©, al curbei. 


Pentru punctul C. avem w = o și-prin urmare, potrivit 
ecuaţiei (1): | | 

[io e Pre initiat 

E rr alee, de -unde & = i 

Să considerăm punctul O de cordonate ty = — PF şi 


Y= c. Mutând axele paralel cu ele însăși în acest punet, ecuaţia, 
lănţişorului va deveni, înlocuind în ©) pe y, 4, prin, y +o şi 
pe v prin a — 4, ! i tocat dtsia ary 

fa! fel. „aa tau 
Saba cl : e c r] Sein Teti 


+ ) i ) i] i wA Bate 


cir? 


; setea í ; c p vin slot 
sau, încă mai simplu, îisemnând raportul F pri a, va i 
1 Ba 949 Sgi lyon 

USE 


e ERE | 
y = 3 haaa c] ; 


Lănţişorul este, după cum se Pi o curbă simetrică în 
raport de verticala punctului O. 


2°) Cablul podurilor suspendate. Să ne propunem de a 
determina figura de echilibru a unui fir, care are extremităţile 
sala fixate şi este supus la forţe elementare verticale, propor- 
ţionale cu proecţiile orizontale ale elementelor de are. 

Aşa dar ii ratezi ra gi AG pi g 
X= o, 3 Yds = — — pde, k nd o constantă. 


GG AI 0) saa 
„Cu: asemenea date, RTA de A devin: tus 


A i MEIN T ENTA i/a dy Rhen 
j pin pi rca sula clare „da, EIERE] 
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şi deducem prin integraţiune , 


“d 
TSO DU Lhe + od 
deci : 
eg kx 
Li u je = ko 


c și c fiind două constante arbitrare. 

Prima ecuaţie exprimă că şi în cazul de faţă, componenta 
orizontală a tensiunei este constantă, 

Integrând pe cea din urmă și luând ca origină pe unul din 
punctele fixe, vom avea, 


y = E v dr. 

Figura de echilibru este deci o parabolă, al căreia ax este 
vertical. (e a: 

Constantele c şi c' se determină exprimând că curba trece 
prin celălalt punct fix şi că lungimea ei are o valoare deter- 
minată. 

Acest caz este acela al cablurilor care susțin podurile 
zise suspendate, când se consideră ca infinit apropiate unele de 


altele barele verticale ce susțin tablierul podului şi când se 
neglijază greutatea cablului. 


` barele - 
Fig. 130 


In realitate, în podurile suspendate, forţele nu sunt re- 
partizate cu continuitate pe toată întinderea cablului ci sunt 
aplicate întrun număr finit de puncte, ale cărora proecţii ori- 
zontale sunt echidistante. Avem atunci un poligon funicular şi 
se demonstrează că vârfurile acestui poligon se bucură de 
proprietatea, remarcabilă de a fi situate pe o aceiaşi parabolă. 


IV. ECHILIBRUL SISTEMELOR MATERIALE. 


I. CONDIȚII DE ECHILIBRU PRIN CONSIDERAŢIA 
TRAVALIULUI VIRTUAL, 


1. Definiţie. Se numește sistem material un ansamblu de 
puncte materiale. Potrivit principiilor Dinamicei, -două puncte 
oarecare ale sistemului exercită unul asupra celuilalt acţiuni 
egale şi direct opuse, zise forțe interioare, spre deosebire de 
forțele zise exterioare care emană dela alte sisteme materiale. 

A B 
Fig. 131 


Forţele interioare sunt deci egale două câte două. Vec- 
torul lor rezultant, ca şi momentul lor în raport de un punct, 
sunt în consecință nuli, 

Travaliul lor nu este însă nul decât în cazul particular 
când distanţele dintre puncte rămân invariabile. Fie în adevăr 
A şi B poziţiile pe care le iau 2 


puncte A şi B, după un timp infinit Aasias i 
de mic, sub efectul forțelor interioare | 
şi exterioare care lucrează în A şi B. f ah 


Să caleulăm pentru deplasările AA’ și 
BB! travaliul datorit forțelor interioare. 
Avem . 


ID = —f.Aa+ f. Bb = f(Bb — Aa). 
Insă „ue ab 
Bb — Aa = (Bb + aB) — (Aa + aB)=ab — AB 
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deci 
d'& = f (ab — AB). 


Pe de altă parte însă, ab fiind egal cu A'B’ cosa şi cosa 
diferind de unitate printrun infinit mie de ordinul al doilea, 
avem, păstrând numai infiniţii mici de ordinul I: ab = A'B' — 
AB + dr, însemnând prin dr creșterea elementară, a, lungimei 
AB. Aşa dar 

db =.fdr. 


Se vede astfel că travaliul celor două forţe interioare nu 
este nul decât dacă avem dr = o, adică r = AB = const. 

Forțele interioare şi exterioare care lucrează asupra unui 
punct, dau împreună o. rezultantă F, zisă forţă direct aplicată. 


„2. Sistem material liber. Când punctele sistemului nù sunt 
supuse la- nici un fel de obligaţiuni, sistemul este zis liber. 
Condiţia necesară şi suficientă ` pentru echilibru este atunci ca 
fiecare punct în parte să fie în echilibru, deci ca fiecare forță 
direct aplicată să fie nulă. 

Mai putem zice, că pentru echilibru, este necesar și su- 
ficient ca travaliurile forţelor direct aplicate să dea o sumă nulă 
pentru orice deplasare virtuală a punctelor: 


j 


(EL) la „3% = È F ôs cos (F , 83) = o... ol fisa 
In adevăr, dacă există echilibru, avem PF ='o pentru fie- 
care din puncte: şi prin urmare 5% —o, iar dacă avem òG =o, 
ori icare ar fi diferiții ôs şi deci diferiții òs cos (F , ôs), trebue 
ca fiecare dintre forțele F să fie nulă: a E e. 
Pentru ori-ce sistem de deplasări imaginate, - aplicăţia 
ecuaţiei (1) ne dă o condiţie necesară 'de echilibru, “Să” consi- 
derăni în particular deplasările “acelea care păstrează invariabi- 
litatea distanțelor dintre puncte. Sistemul este atunci un ‘solid 
invariabil şi aplicaţia ecuaţiei -(1) nu ne poate conduce decât 
la cele 6 ecuații de echilibru cunoscute 1). Aceasta rezultă de 
altfel în mod direct din faptul că dacă un sistem material este 


1) Vom stabili aceasta la capitolul următor. 


PHA 99 "10F „2709 “1 Ig“ "apap 


— 199 — 


în echilibru, nimic nu ne împiedecă de a-l considera ca fiind 
și solidificat în poziţia lui de echilibru. In cele 6 ecuaţii de 
echilibru, nu vor figura însă forţele interioare, căci atât pro- 
ecţiile lor pe 3 axe cât şi momentele lor în raport de un punet 
sunt nule. De aci următoarea teoremă: 


Teoremă. Pentru ca un sistem de puncte materiale să fie în 
echilibru, este necesar ca forțele exterioare care lucrează asupra 
punctelor sistemului, să verifice cele 6 ecuaţii de echilibru ale 
solidelor invariabile. 


3. Sisteme materiale cu legături. Se numesc astfel siste- 
nele în care unele dintre puncte pot fi supuse la obligaţiunea 
de a rămâne fixe, altele la obligaţiunea de a păstra între ele 
Jo distanţă invariabilă, altele la condiţia de a rămâne pe anu- 
(mite curbe sau anumite suprafeţe, şi în sfârşit altele, formând 
solide invariabile, care să fie obligate de a rămâne în contact, 
toate aceste categorii de obligaţii putând a fi şi combinate în- 
tre ele. Exemplu: două puncte materiale obligate de a păstra 
între ele o distanţă invariabilă şi obligate de a rămâne unul pe 
o curbă și altul pe o suprafață determinate. 

Diversele obligaţii impuse punetelor pot fi înlocuite prin 
forțe de direcţii și intensităţi convenabile. 

Astfel, obligaţia de fixitate a unui punet poate fi înlocuită 
printr'o forță aplicată punctului care să echilibreze “pe toate 
forţele ce lucrează asupra lui. 

Dacă două puncte A și B sunt 
obligate de a păstra între ele o dis- 
tanţă invariabilă, putem realiza această 
condiţie aplicând în A şi B două forţe 
egale şi direct opuse F, F’ de inten- Fig. 133 
sitate convenabilă şi îndreptate după 
cum arată figura sau în sens contrariu W; 


= 


F’ 


1) Putem în adevăr a ne imagina că între punctele A şi B am in- 
tercalat o linie materială rigidă AB, care împiedecă punctele de a se apro- 
pia sau a se depărta unul de altul. Forțele F și F! vor reprezenta atunci 


acțiunile liniei AB asupra celor 2 puncte. 
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Dacă un punct este obligat de a rămâne pe o curbă sau 
pe o suprafaţă, ştim că putem înlocui această, condiţie prin in- 
troducerea unei forţe normală, suprafeţii sau curbei, care repre- 
zintă acţiunea curbei sau suprafeţii asupra punctului, 

T' Dacă două solide, cum spre exem- 
plu, două bare AB și BO sunt obligate 


B de a rămâne în contact în punctul B, 

T aceasta revine a zice că ele sunt arti- 

C culate în punctul B și articulaţia revine, 

A după cum s'a mai spus, la donă forțe 
Fig. 134 T.şi T’, egale şi direct opuse, aplicate 


celor 2 bare la extremitățile lor din B. 
Dacă, însfârșit, două solide: S şi S' sunt în contact tan- 
gențial unul cu altul, acest contact poate fi menținut prin in- 
troducerea a două forţe N şi N normale planului tangent comun, 
egale şi direct opuse, aplicate. în punctul de con- 
tact, şi lucrând, una asupra unuia dintre solide, iar 
cealaltă asupra celuilalt solid. 
Toate aceste forţe, prin care: se pot înlocui 
obligaţiile impuse punctelor, sunt zise forțe. de 
legătură. Fig. 135 


r 


Deplasări compatibile. cu legăturile. Se nu- 
mesce astfel, deplasările elementare icare- ţin seama de obliga- 
ţiunile impuse punctelor. Astfel, deplasarea compatibilă cu le- 
gătura, a unui punct M obligat de a rămâne pe o suprafață S, 
este deplasarea elementară a lui M în planul tangent supra- 
feţii în punctul considerat. 

Interesul cel mare pe care-l prezintă deplasările compa- 
tibile cu legăturile, este, că în aceste deplasări, travaliul for- 
telor de legătură este nul. 

In adevăr: 

a) Dacă un punct este fix, travaliul forţei de legătură 
aplicată în acel punct este evident nul. 

b) Dacă două puncte A şi B trebue să rămână la o dis- 
tanță invariabilă unul de altul, travaliul celor două forțe de 
legătură într'o deplasare elementară compatibilă cu legătura, 


= Sl 


adică într'o deplasare în care lungimea AB rămâne constantă, 
este nul, potrivit formulei d © =. fdr în care r= A B= const. 
a Pia v . 

c) Ştim de asemenea că în deplasarea elementară a unui 


punct pe o curbă sau pe o suprafață, travaliul acțiunii curbei 
sau suprafeții asupra punctului este tot nul. 


d) Dacă două solide, cum spre exemplu două bare AB şi 
BC sunt articulate în B, travaliul forțelor de legătură T şi (AA 
amândouă aplicate la extremităţile barelor din punctul B , este 
nul, în orice deplasare în care B rămâne punct de contact, 
forțele T şi T’ fiind egale şi direct opuse. 

e) Să considerăm însfârşit cazul când două solide invaria- 
bile S şi S sunt obligate de a rămâne în contact tangenţial unul 
cu altul. Fie A, punctul de contact actual, N şi N’ reacţiunile 
normale egale şi direct opuse ale soli- 
delor, A, şi A', poziţiile ce ocupă 
punctul A după o deplasare elementară 
când solidele vin în S, şi S, şi se 
ating atunci în punctul B. Neglijând 
infiniţii mici de ordinul al II-lea, punc- 
tele A, și A', pot fi considerate ca 
fiind situate amândouă în planul tan- 
gent din B. Ori, pe de altă parte, cele 
două planuri tangente din A și din B fac între ele un unghiu 
infinit de mie, aşa că, în definitiv, punctele A, și A, pot fi 
considerate ca situate amândouă în planul tangent din A. Insă 
în asemenea condiție,. proecţiile deplasărilor AA, și AA”, pe 
direcția comună a forţelor N şi N este fiecare nulă și prin 
urmare travaliul acestor forţe este şi el nul 1). 

Condiţii de echilibru. Dacă înlocuim obligaţiile . prin forţe 
putem zice, ca şi pentru sistemele materiale libere, că tondiţia 
necesară, şi suficientă pentru echilibru, este ca suma travaliurilor 
tuturor forțelor care lucrează asupra sistemului să fie nulă, 
pentru ori ce deplasare virtuală a punctelor sale. Sub această 


Fig. 136 


1) Când se evaluează travaliul elementar, se urmăreşte deplasarea ele- 
mentară a punctului material de aplicaţie al forței, iar nu a punctului geo- 
metric care devine succesiv punct de aplicaţie, 


So = 


formă, teorema travaliului virtual nu ne-ar fi însă de nici un 
folos, căci nu se cunosc valorile forţelor de legătură. Teorema 
care elimină forțele de legătură şi ne dă condiția de echilibru 
este cea următoare: 


Teoremă. Condiţia necesară și suficientă pentru echilibrul 
unui sistem material cu legături, este ca suma travaliurilor forțelor 
direct aplicate, în deplasările virtuale ale sistemului, compatibile cu 
legăturile, să fie nulă, adică 


(2) òG = Fòs cos(E, òs) = o 


în care F reprezintă numai forțe direct aplicate şi òs depla- 
sările virtuale compatibile cu legăturile. 


Necesar. In adevăr, fie, Q, Q', ete., forțele de legătură 
care împreună cu forța F, lucrează asupra unui punct. 

Dacă există echilibrv, suma travaliurilor tuturor grupurilor 
de forţe F, Q, Q' ete., care lucrează asupra punctelor, este nulă 
în ori şi ce deplasare și prin urmare și în deplasările virtuale 
compatibile cn legăturile. Insă în acestea din urmă, travaliul 
fiecăreia dintre forţele Q, QY, ete., este nul. Așa dar egalitatea, 
(2) are loc. iik 

Suficient. Să presupunem că egalitatea (2) are loc. Dacă, 
în asemenea condiție, sistemul, presupus în stare inițială de 
repaus, nu rămâne în echilibru, el se va pune în mişcare -sub 
acțiunea forțelor ce lucrează asupra punctelor sale. Fie, ca mai 
sus, F; Q, Q! ete. forțele care lucrează asupra unuia din puncte 
şi w accelerația pe care o dă punctului rezultanta lor. Cum 
viteza inițială este, nulă, w este accelerație tangențială. Punctul 
se va mișca potrivit legăturilor, în direcția lui w. Pentru a îm- 
piedeca mişcarea, va fi suficient să aplicăm punctului o forță 
mw i 

Sistemul fiind atunci în echilibru, să-i dăm o deplasare 
virtuală compatibilă cu legăturile. In această deplasare, suma 
travaliurilor tuturor grupurilor de forţe F, Q, Q', ete. şi — m w, 
care lucrează asupra punctelor sistemului, este, nulă. Insă depla- 
sarea fiind compatibilă „cu legăturile, travaliul fiecăreia dintre 
forțele Q, Q’, ete. este nul și pe de altă parte și travaliul for- 
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telor F este nul, potrivit ipotezei iniţiale (egalitatea (2). (Re- 
zultă deci că travaliul forțelor — mw este. nul, adică 
>» (—mwâs) = o. Cum fiecare termen din È este o cantitate 
negativă, suma lor nu poate fi nulă decât dacă fiecare w în 


parte este nul, ceea ce conduce la egalitatea v = o, căci w 
fiind acceleraţie tangenţială, dacă w = o avem v = const. 
adică v = 


o ca la începutul mişcării. Deci punctele nu se 
mișcă din loe şi sistemul este prin urmare în echilibru. 


Aplicaţii. 1). Să reluim problema cu bara AB sprijinită 
două planuri înclinate (pag. 178). 

Mișcarea elementară a barei 
AB, compatibilă cu legăturile, este 
o rotaţiune în jurul centrului instan- 
taneu C. In această rotaţiune, punctul 
D de la mijlocul barei deserie un 
element DD’ perpendicular pe raza 
CD. Condiţia necesară şi suficientă 
pentru echilibru fiind ca  travaliul 
forţei P în deplasarea DD! să fie nul!), avem 


pe 


P. DD! cos (P, DD') = o j 
de unde l 

; cos (P, DD') =:o 

deci elementul DD trebue să fie perpendicular pe direcţia for- : 

ței P şi în consecință dreapta CD să aibe aceiași direcție ca 

forța. Presupunând aceasta realizat, se obţine, ca la pag. 179: 


sin (o/, za) 
2 sina . sino/ 


tg 0 h 


Acest exemplu ne arată că teorema travaliului virtual, 
sub forma ei geometrică, nu ne dă decât contina de echilibru. 
Acțiunile din punctele A şi B ale ‘planurilor înclinate asupra 
barei, se vor determina prin considerațiile obișnuite asupra 


1) Forțele interioare dau un travaliu nul, bara fiind un solid de formă 
invartabilă. 
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echilibrului sistemelor invariabile, descompunându-se forţa P, 
strămutată în ©, în două componente pe direcţiile CA şi CB. 
Acţiunile N şi N' vor fi egale și direct opuse acestor componente. 
2). Să reluăm şi problema dela pag. 184 cu echilibrul celor 
două bare articulate. 
Avem, după cum sa mai spus: 


a ee 
SSN IPP 
ei 7 

e A | , 
HNE. 

A iy 
A Y ; 


Fig. 138 


AB = a, BO =, h = a cost + b cos o. 


Trebue să exprimăm că travaliul forțelor P, Q şi F în 
deplasările virtuale, compatibile cu legăturile, ale punctelor de 
aplicație M, N şi © ale acestor forțe; este nul. 

Ori, deplasarea MM! este perpendiculară pe AM şi egală 


cu 5 30. Deplasarea NN' este perpendiculară pe IN, punctul 
I fiind centrul instantaneu de rotație al dreptei BC!), şi are 
ca expresie I N. ò < = p) variația de direcție a dreptei 


BO fiind egală cu variația de direcție a perpendicularei IH 
dusă din I pe această dreaptă. Insfârşit, deplasarea virtuală 
CU! este evident egală cu ô(a sin0 +- b sinp) adică cu 
a cos0 òO + b coso õp. 


1) Cinematica, pag. 102, 
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In consecinţă, condiţia de echilibru -este: 


P, -$ 88, cos (MP, MM!) — Q. IN ô. cos (NQ, NN’) + 
F. (a cos 00 + b. coso òp) = o. 
Insă, după cum se vede pe figură, 
cos (MP MM') = — sin 8. „cos (NQ, NN) = — sina 
iar pe de altă parte, din triunghiul ICN avem 


IN sina = y- sin Y 


aşa încât condiția de echilibru devine 


=P = sin 6 36 + Q $ sin p õp + F (a cos ô 36 -+ b cos p Do 
sau 


(1) a(2Fcos0 — Psin6)30 + b(Q siny 2 Feos y) òy = o. 
T Intre 36 şi òy avem de altfel relaţia 
(2) a sin 20 + o siny õp = o 
care se obţine diferenţiând pe h = a cos -+ d cos p. 
Eliminând pe 20 şi õp între (1) şi (2) găsim 
(P + Q) sin. sinġ = 2 F sin (p — 0) 
rezultat cunoscut, | 


II. ECUAŢII DE ECHILIBRU. 


1.. Generalități. In mod analitic, legăturile se exprimă prin 
relaţiuni între ;cordonatele. punetelor sistemului. 

Fie n numărul de puncte. Sistemul va fi supus la legături 
dacă între cele 3n cordonate există k ecuaţiuni : 

f„=o, fa = 0 . E 10 

Numărul k este totdeauna mai mic decât 3n, căci altfel 
cele 3n cordonate ar fi fixe. Vitan da 

Să punem 3n —hk —r. Numărul r măsoară gradul de 
libertate pe care legăturile îl lasă sistemului. Sistemul- este 
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complect . liber când -r este egal cu 3n; el este complect fix 
când r este egal cu zero. Dacă r este egal cu 1, adică dacă 
există -3 n —1 ecuaţii de legătură, se zice că sistemul este cu 
legături complecte. In acest caz, cele 3 n cordonate se exprimă 
în funcţie de un singur parametru; toate punctele sunt deci obli- 
gate de a se mişca pe curbe determinate şi mișcarea unuia 
singur dintre ele determină mișcările tuturor celorlalte. Astfel 
este cazul maşinilor zise simple, ca: pârghia, scripetele, vår- 
tejul, ete. 


2. Ecuaţii de echilibru. Fie n numărul de puncte al sistemu- 
lui; œ, y, z eordonatele unuia oarecare dintre puncte; X, Y, Z 
componentele pe trei axe dreptunghiulare a rezultantei forțelor 
ce sunt direct aplicate punctului considerat şi 

(0) fi o; f.=o,... 
cele k ecuaţii de legătură !). 

Condiţia necesară şi suficientă pentru echilibru este, po- 
trivit capitolului precedent, 

(2) 2 (X òx + Yây + Z52)=o 


variațiile cordonatelor trebuind să satisfacă celor: k ecuaţii: 
ii f, òf, of, IN iè 1 
J (Lor + ay W + 28 2) o n 


6) Ef Loet oyp a) =o 


o n noaa oS Eo ES oie ire r olL e o 


229 fn = 0 


"dy 

Putem trage din cele k ecuaţii (3) valorile a ‘k variaţii 

în “funcţie” de celelalte 3n — k şi substituind acele valori în 

ecuaţia (2) aceasta nu va mai conţine decât 3n — k variații, 

care vor trebui privite ca arbitrare, așa că coeficienţii lor vor 
trebui fiecare în parte egalați cu zero. 


l fe S 0 ea 


1) De fapt, legăturile nu pot uneori să fie exprimate prin ecuații, ci 


prin inegalităţi. Exemplu: obligația unui punct de a rămâne în înteriorul unei 
suprafețe închise, Not! vom. excepta însă asemenea cazuri, ` 


Egalând cu zero acei coeficienţi, 


care alăturate celor % ecuaţii de legătură (1), determină valorile 


obţinem -3 n — k ecuații, 


celor 3n cordonate ale punctelor - care corespund 


poziţiei de 
echilibru. 


Metoda  multiplicatorilor. ` Calculele sunt mult mai sime- 
trice prin utilizarea următoarei metode, datorită lui Lagrange. 

Să adunăm ecuaţia (2) cu ecuațiile (3) înmulţite respectiv 
cu factorii M, às, ..., Me; obţinem ` 


Sit, CE paste ata f ) aw 


ACI A, BI Aa le-a E ay + 


Sh Zen Dha a a Ala ap a A oa. 


Această ecuaţie trebue să aibe loc pentru toate depla- 
sările compatibile cu legăturile. Ori, putem profita, de nedeter- 
minarea factorilor A pentru a anula k din cele 3n variaţii care 
intră în această ecuaţie. Rămân atunci 3n — k variații și a- 
ceste variaţii fiind arbitrare, coeficienţii lor trebue să fie nuli. 
In definitiv, suntem astfel conduși de a anula pe toţi cei 
3n coeficienţi ai ecuaţiei precedente şi obţinem prin aceasta un 
sistem de' 3n ecuaţii, dintre care trei, raportându-se la unul 
oarecare dintre punctele sistemului, au forma următoare : 


XA pu ml o 


(4) TEPENE e UET ape) E ag 


òy 2 òy òy 
Gje a E Gi a 
ZA pe haz Peek dp = 0. 
Cele 3n ecuaţii împreună cu cele k ecuaţii de legătură, 
(5) J= o, fa=o, e.. y fr =0 


formează un sistem de 3n + k ecuații la care trebue, să satis- 
facă cele 3n + k necunoscute, constituite de cele 3n cordonate 
şi cei Æ multiplicatori À. l 
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Caloulul forțelor de legătură, Metod 
forțele de legătură, In adevăr, ecuaţiile 
chilibrului unui punet liber care ar fi s 
de forța direct aplicată 
altă parte de o for 


a precedentă ne dă şi 
(4) sunt acelea ale e- 
olicitat pe de o parte 
de componente X, Y, Z iar pe de 
tă având drept componente 


e) Bi 39, òf; òfk 

X L Ai òx -+ Ao ET + . ... -ļ- Ak o 

A dep pi òf òfk 

(6) Y' = Al Dy + Ao 27 apă big E Àk Ey 

ENO òf, „ofk 
VA = À F + h2 Da L O OLD + AZ. 


Expresiunile acestea sunt deci acelea ale forței totale de 
legătură care lucrează asupra punctului de 
Termenii 


ò o 
h nh, N fi 


cordonate z, y, z. 


reprezintă componentele forței de legătură care lucrează asupra 
„punctului considerat, în virtutea legăturei f 


= 0 și de aseme- 
nea pentru termenii următori. 


3. Notă. Fie ca mai sus kr = ăn. Putem să alăturăm 
celor k ecuaţii de legătură j 
Ji = op: f,=o, Do 05 fi =o 


un sistem de r alte ecuaţii, absolut arbitrare, între cordonatele 
punctelor, e 


F=aq, Dos o apa) Io 
şi să rezolvăm apoi toate aceste ecuaţii, în număr de kr = 3n, 
în raport cu cele 3n cordonate ale punctelor. Vom obţine atunci 
expresiuni de forma 

x = Pll, Qs ---3 gr) 
(7) ; : IEO I dr ) 
pu bau larer 9r): 
Dând célor r parametri gı, g2.: :-; gr creşteri absolut 


Il 


gZ 
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oarecare, creşterile care vor rezulta pentru cordonatele z, y, z 
vor corespunde totdeauna unei deplasări compatibilă cu legătu- 
rile, şi vom avea 


dp 


ò 
ah rA RER ? 


òq; 
E Ae aion d. ò 
on di E E e A 291 


6, +... + e Òqr 


Lt 0y. dy dy 
dz = od; òq; == T Òq +... d dă; gr . 


Purtând aceste valori în ecuaţia 
E(X òr + Yây + Zòz)=0 
rezultatul se va prezenta sub forma 
Qi gi + Qsâg +. Qr òg- = o 
şi această ecuaţie urmând a fi satisfăcută ori care ar fi varja- 
tiile 89.» Òga y es 29, , va trebui să avem, în același timp, 
Q=o, Q;=0,...,Q-=o. 
Aceste r ecuaţii vor determina valorile celor. r parametri 
q care corespund poziţiei de echilibru. Ecuațiile (7) ne vor da 
apoi valorile respective ale cordonatelor z, Vi g. 


4. Aplicaţii, a). Echilibrul unui solid liber. Intr'un solid, legă- 
rile consistă în aceea că distanţele dintre puncte rămân inva- 
riabile. Deplasările compatibile cu legăturile sunt deci toate 
deplasările ce poate lua un solid invariabil. Ori şi care dintre 
aceste deplasări echivalează însă cu o translație identică cu 
aceia a unuia din punctele solidului, fie acesta O, şi o rotație 
în jurul unui ax trecând prin punctul O, pe care îl vom lua 
ca origină a unui sistem de 3 axe cordonate dreptunghiulare. 
Translația se poate descompune în 3-translații-în lungul axelor 
cordonate şi rotația în 3 rotații în jurul aceloraşi axe. 

Fie da, òb, òc cele 3 translaţii elementare şi 80, òp, òp 
cele trei rotații unghiulare elementare în jurul axelor. 

Travaliul forţelor direct aplicate în deplasarea considerată 
(cu eliminarea forţelor interioare al căror travaliu este nul din 
cauza invariabilităţii distanțelor dintre puncte) este egal cu suma 
travaliurilor din cele 6 deplasări componente. Ori, pentru unul 
oarecare dintre puncte, travaliul rezultantei forţelor direct apli- 


24465 — 14 
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cate (X, Y, Z) este egal cu Xôa în translația paralelă cu Oz, 
cu Y òb în translaţia paralelă cu Oy şi Ze în translaţia pa- 
ralelă cu Oz. r 
Ştim pe de altă parte, că travaliul elementar al unei forțe 
într'o rotaţie este egal cu momentul forței în raport cu axul de 
rotaţie multiplicat cu unghiul elementar de rotaţie 1). Deci, cele 
3 rotații dau respectiv ca travaliuri: 
(yZ—2Y)5, (2X —z4) dp, (Y —yX)8y. 
In consecinţă, condiția necesară şi suficientă pentru echi- 
libru va fi 
> [Xa + Y òb + Z òc + (yZ—z2Y)00+ 
(2X — xZ) òp + (Y —yX) õp] = 0 
care se scrie, având în vedere că translaţiile da, òb, ðc şi ro- 
taţiile 20, 29, dy sunt aceleași pentru toate punctele, 
(8) da EX + òb By + òc EZ + òO X (yZ — zY) + 
òp È (2X — xZ) + òp E (sY —yX)=0. 
Această egalitate trebue să aibe loc ori care ar fi trans- 
lațiile şi rotațiile considerate. Trebue deci să avem 
ÈX=0o0, DIVA 0 DA Sa 
> (jZ—2Y)= 05 IX =e); D (2Y YK) =0. 
Regăsim astfel cele 6 condiții de echilibru cunoscute. 


b). Echilibrul unui solid care are un punct fix. Să luăm 
punctul fix ca origină a axelor dreptunghiulare. Translațiile 
fiind nule, nu ne rămân în ecuația (8) decât rotațiile în jurul 
axelor. Anularea lor ne dă ecuaţiile cunoscute 

D (yZ —=2Y)=0, X (2X —sZ)= 0, D(L YX) = 0. 

žc). Echilibrul. unui solid care are două puncte fixe. Sin- 
gura deplasare compatibilă cu legăturile este o rotație în jurul 
dreptei care uneşte cele două puncte. Luând această dreaptă 
ca ax Oz al unui sistem de axe dreptunghiulare, condiția nece- 
sară şi suficientă pentru echilibru este, potrivit ecuaţiei (8): 

òp D (wY —yX)=o adică X (Y —yX)=0 
rezultat cunoscut. Sie 


1) Pag. 25. 


V. ECHILIBRUL SOLIDELOR NATURALE. 


Solidele naturale nu sunt absolut rigide. Ele se deformează 
sub acțiunea forţelor la care sunt supuse, însă, în majoritatea 
cazurilor, deformaţiunile sunt ca şi neglijabile şi atunci solidele 
naturale pot fi asimilate solidelor invariabile de care se ocupă 
Mecanica raţională. 

Ceeace nu se poate totuși niciodată neglija, sunt reacțiu- 
nile particulare ce se produc în contactul solidelor naturale, u- 
nele cu altele. Studiul acestor reacţiuni conduce la noţiunile 
fnecărei de alunecare şi rezistenţei la rostogolire, de care ne 
vom ocupa în capitolul de față. 


I. FRECAREA DE ALUNECARE. 


l. Fie un corp greu, prezentând o faţă plană, așezat pe 
o masă orizontală. Reacţiunea mesei asupra corpului este o forță 
P', egală şi direct opusă greutăţii P a 
corpului, aplicată în centrul său de greu- 
tate G. Dacă n'ar fi vorba de solide na- 
turale, atunci o forță orizontală F oricât 
de mică, aplicată în G, ar determina pu- 
nerea în mişcare a corpului, care ar fi o 
alunecare pe suprafaţa mesei. 

Experienţa arată însă, că corpul nu se 
pune în mişcare decât atunci: când inten- 
sitatea F atinge o anumită valoare. Să 
considerăm momentul particular când corpul este pe punctul de 
a eşi din starea de repaus. 
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In acest moment, există echilibru între forțele P, F şi 
reacţiunea R’ a mesei asupra corpului. Această reacțiune este 
deci egală şi direct opusă rezultantei R a celor două, forţe P 
şi F. Ea are o componentă orizontală F’, egală și direct opusă 
forței F, datorită asperităţilor pe care le prezintă cele donă 
suprafeţe în contact şi care pătrunzând unele în altele se opun 
mişcărei de alunecare. 


Această, componentă orizontală a lui R’ se numeşte fre- 
care de alunecare. Unghiul „corespunzător , ia numele de un- 
ghiu de frecare. 


In mod mai general, să presupunem corpul solicitat de 
o forță Q înclinată de un unghiu 6 pe orizontală. Corpul nu 
va tinde să. iasă din starea sa de repaus decât atunci când 
proecţia orizontală a forţei Q 1) ya de- 
veni egală cu F. Reaeţiunea R! a pla- 
nului va avea în acel moment o com- 
ponentă orizontală F', egală şi direct 
opusă lui F, şi o componentă verticală 
N’ egală cu P—Qsin0. Forţa N, e- 
gală şi direct opusă lui N’, reprezintă 
în cazul de faţă. presiunea normală a 
corpului asupra mesei. 

Fig. 140 5 Experiența a stabilit, că legile 
myos după care variază „frecarea de alune- 

care F „sunt următoarele: ` 9 


a) Frecarea de alunecare este proporțională presiunei nor- 
male; si 


b) Ea nu depinde de mărimea suprafeţelor în contact; 
e) Depinde însă de natura acestor suprafeţe; . 


d) Este ceva mai mare la eșirea din starea de repaus de- 
cât pe timpul mișcării efective; 


e) Nu depinde de viteza mișcării, afară numai de cazul 
când viteza devine foarte mare; atunci frecarea se micşorează. 


1) Proocție egală de altfel cu accea a rezultantet R a forţelor P şi Q. 
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Potrivit acestor legi, avem egalitatea 
F=7f.N 
factorul de proporționalitate f depinzând de natura suprafețelor 


în contact. Acest factor, zis coeficient de frecare, este de altfel 
egal cu tgp, de oare ce după cum arată figura ayem 


F= Ntgo. 


Când suprafețele în contact sunt destul de netede experi- 
enţa dă pentru f următoarele valori mijlocii, în dreptul cărora, 
am însemnat și valorile: corespunzătoare ale unghiurilor e. 


aaa 


Natura corpurilor Valori f | Valori Q 
Lemn pe lemn Se | 0.50, __26030/ 
US 0,20 | 41°20 
: Metal pe metal Sagone passat E tdo R = 
PAE e a a eu a 2010 50 40 
Lemn pe metal CERO 20500700 Ai 
uns 0,12 60 507 


2. Aplicaţii, 1). Echilibrul unui punct pe un plan înclinat. Fie 
un corp greu natural, asimilat pentru simplicitate unui punct 
RK material M, aşezat pe un 

plan înclinat pe orizont de 

unghiul & şi supus unei forțe 

Q, conținută în planul ver- 

tical al liniei de cea mai 

mare pantă care trece prin 
—- M, cu care linie forța Q 
face un unghiu 0. Se cer 
P a condiţiile de echilibru. 
Fig. 141 Sunt două. limite de 
echilibru de considerat: 

1° Forţa Q este pe punctul de a determina suirea punc- 
tului M ; 

i 2° Forţa Q este pe punctul de a permite coborârea punc- 
tului M. ; | 
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Să luăm cazul întâi. Ruperea echilibrului va avea loc 
când proecţia pe direcţia OM a rezultantei R a forțelor P şi 
Q va atinge valoarea trecărei de alunecare F. Vom avea atunci 

ESTANS 
Ori, f 
F=Qcosð—Psina şi N= P cosa — Q sin ð 
deci 
Q cos 0 — P sin a = f (P cos o — Q sin 6) 
de unde deducem ; 
` Q __ sina+f COS o 


P _  cos6-+fsind 
şi, dacă înlocuim pe f prin tgș, 
aid G | sina Hg) 


P. cos(6—9) 


Aceasta este condiția de echilibru. Se vede din ea că mi- 
nimul lui Q corespunde cazului când cos (0—op) =1, adică 
0— ọ. Pe figură, cum direcţia MR este invariabilă, minimul 
lui Q, egal cu minimul segmentului PR, corespunde perpendi- 
cularei PA coborită pe direcţia MR, și PA face cu OM un 
unghiu egal cu o. 

Joniioni usto e a e ANS Să lüäm acúm ca- 
sag zul ial doilea. Rezul- 
tanta R a forțelor P 
şi Q are în cazul de 
față componenta sa F 
îndreptată dela M spre 
O. Avem deci figura 
alăturată, care arată că 
Pa F = P sin a — Q cos 9, 

PENA SS N = P cos a — Q sin 0 
Fig. 142 şi, în consecință, potri- 
EENT vit legei F= fN: 


Pina Qeos 0= f (P cosa — Q sin 9) 


da onde reaa 


“a Q 20 sin a — f COS a sau e (SE sin (a —e) 
P cos 0 — f sin 9 P cos (0 + e) 
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minimul lui Q corespunzând unghiului 9 = — o (pe figură, lun- 
gimea perpendicularei PA coborâtă pe MR). 

2). Echilibrul unei scări, Ohestiunea, echilibrului unei scări 
răzomată pe o dugumea orizontală și pe un perete vertical, re- 
vine la aceea a echilibrului unei bare de lungime 7 și de greu- 
tate P, egale cu acelea ale scărei, răzemată pe două axe drept- 
unghiulare Ow şi Oy, dintre care y 
O y vertical şi îndreptat în sus. 

Fiind vorba de solide naturale, 
renoțiunile R din A şi R din B B 
sunt oblice şi au ea componente co- 
respunzătoare frecărilor: E = fN, 

P = IN, de direcții opuse miş- 
cărilor ce tind a se produce şi care 
corespund bine înţeles căderii scărei. 

Condiţia de echilibru fiindiace- o 
ea ca forţa P să fie egală şi direct 
opusă rezultantei forțelor R şi R/, 


avem, potrivit teoriei generale, proectând pe axele Oz, O y și 
luând momentele în raport de O: 


N= AN = 0, PIN = PIN 


Fig. 143 


| 


o; 
NoE a ain Oua NO 


ecuații, din care deducem prin eliminarea lui N şi N: 


fiz ak È sN 1 E: Ka 
e ON 3 sin 0 IF sin ô o 


şi, ca urmare, 


Coeficienții f şi /! nu sunt egali decât în: cazul, când 
duşumeaua şi peretele vertical ar fi constituiți din acelaşi ma- 
terjal. In asemenea caz particular, avem 


2f DENB PEC aa 
tgp omara Ze T E 29 
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de unde, rezultă 0 = 29, după cum se poate constata şi în 
mod geometrie observând că dreptele A I și BI sunt în cazul 
considerat perpendiculare una pe alta şi lungimele CA şi CI 
fiind atunci egale, avem ungh. CAI = ungh. CIA = pşi prin 
urmate 6. = ungh. BAN = 2e, 

3). Echilibrul unei coarde înfășurată pe un cilindru fix. Fie, 
un cilindru de revoluţie de rază r şi o coardă înfășurată în 
secțiunea, dreaptă a cilindrului, pe o porţiune de arc AB, coar- 
da fiind solicitată de o forţă P şi 
de o: rezistență Q. Să considerăm 
momentul când rezistenţa Q este pe 
punctul de a învinge acţiunea forței 
P combinată: cu aceea a frecării 
coardei pe cilindru. 

In acel moment, dacă neglijem 
greutatea coardei, atunei într'un punct 
M există echilibru într6 reacţiunea 
R! a cilindrului, de componente F” 


Fig. 144 


şi N, şi componentele 25) şi £ îndreptate respectiv pe tan- 
genta din M și pe direcția MO!). Deci, şi potrivit figurei, 
IRE ? T EENT) 
E N tare TLN 
aşa că aplicarea legei F' = fN' ne dă ecuația 
; ds S r 


Deducem, separând variabilele şi integrând, 


f 
i = sepia 
Log L £, adică Da e 
0 ? 
sau, înlocuind pe s (arcul AB) prin rô, 
T T T ef? . 


A 

o Ori, când 0=o, avem Tp = P şi când 0= AOB, avem 

T= Qi Deci, în definitiv, lb 4 | 
'Q = Pef? a 


1) A se vedea pag. 192, 
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Aceasta este condiţia de echilibru. Rezultă din ea, că cu 
o forță P dată, se poate echilibra o rezistență Q foarte mare 
şi cu atât mai mare cu cât 0 şi coeficientul de frecare f- sunt 
mai mari. Aşa spre exemplu, admițând f = 0,20 găsim 


3 T I O 1,87 


AET MERE 30l 
Aon Sies 12,34 
aT S32 


Cu o, coardă înfășurată de 3 ori în jurul cilindrului, s'ar 
putea astfel, învinge o rezistență Q de aproape 500 de kg. 
numai cu o forță P. de 10 kg: 


Notă. Teorema travaliului “virtual nu este de nici o utili- 

tate “pentru studiul echilibrului sistemelor naturale supuse fre- 

î  cărilor, căci printre forţele direct aplicate trebuese socotite şi 
frecările de alunecare JN, al căror travaliu nu este nul. 

Ori, precedând' astfel, introducem în ecuaţii o serie de 

necunoscute care nu ne permit de a găsi condiţiile de echilibru. 


II. REZISTENŢA LA ROSTOGOLIRE. 


Rostogolirea unei perechi de roate cuplate. Fie două roate 
de aceiaşi rază r, cuplate printr'o osie şi putând a se deplasa 
prin rostogolire pe un sol orizontal rezistent sau pe două şini 
paralele. | 
Putem reduce studiul mișcării şi echilibrului unui asemenea 
sistem la acela al mișcării și echilibrului unui cere vertical de 
rază r, care sar rostogoli pe un ax- orizontal, greutatea P a 
cercului fiind egală cu aceea a sistemului de roate. 

In stare de repaus, există echilibru între greutatea P şi 
reacţiunea, axului orizontal asupra, cercului. Dacă n'ar fi vorba 
de solide naturale, atunoi un efort de tracţiune orizontal, cât 
de mic, aplicat în O, ar determina o translație a cercului în 
direcţia efortului, In cazul solidelor naturale, care este acela de. 
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care ne ocupăm, experiența probează că atât timp cât efortul 
de tracţiune nu atinge o anumită valoare F » cercul rămâne ne- 
mişcat, iar după aceea dobândeşte o mişcare de rostogolire. 
Cercul opune deci o rezistenţă la rostogolirea, lui, caracterizată 
prin valoarea efortului F. 
Să considerăm momentul 
când cercul este pe punctul de a. 
porni din loc. In acest moment 
există echilibru între rezultanta 
R a forțelor P şi F şi reacţiunea, 
R' a axului orizontal asupra cer- 
eului. Punctul de aplicație al reac- 
țiunei R/ este punctul C unde R 
DEA k întâlneşte axul orizontal. Aceasta 
Fig: 145 se explică prin aceea că cercul 
şi axul, fiind solide: naturale, se 
deformează, mai mult sau mai. puţin, în vecinătatea punetului 
de contact geometrie A, aşa că punctul © intră în zona de 
contact a cercului cu axul de rostogolire. Pe toată această zonă 
au loc reacţiuni a căror rezultantă este R/. 
Punctul C este zis punct de contact mecanic. Reacţiunea 
R’ se poate descompune în componentele P’ şi F', egale res- 
pectiv cu P şi F însă de sensuri opuse; P cu P’ şi F cu F 
formează două cupluri care se echilibrează: unul cu: altul. 
Fie AC = ô. Egalitatea momentelor celor două cupluri 
ne dă 


Pò- Er demde ()FP=- pă. 


 Egsxperiența a stabilit că ò este independent de mărimea 
presiunei normale și a razei ma cercului (presupunând. totuşi 
că r nu este prea mic) și variază numai cu natura solidelor în 
contact. Rezultă potrivit formulei (1), că efortul de tracţiune 
orizontal, necesar pornirei din loo (egal de altfel cu acela care 
este necesar menţinerii unei viteze uniforme de mişcare) este, 
pentru aceiași greutate P, cu atât mai mio cu cât raza roatelor 
este mai mare, 
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Să considerăm acum un efort oblic T. Cercul se va găsi 
pe punctul de a eşi din starea de repaus, când componenta, ori- 
zontală T cos0 va atinge valoarea F. Presiunea normală fiind 
în cazul de faţă egală cu P—T'sin 0, vom 
avea potrivit formulei (1): 

Teos6 = PPE, ò 


~ 


de unde deducem 


SE E E biia 
= rcosð + òsin ð 


Minimul lui T corespunde perpen- mesum 
dicularei PH coborîtă din P pe direcția lui R şi această per- 
pendiculară face cu orizontala unui unghiu egal cu unghiul « 
din O, deci minimul „considerat are ca expresiune. P'sin o, cu 

` e A) Di 
relaţia tga) = Se 


al = a 


Gi "An FPS Mea 


PARTEA III. 
MIŞCAREA SISTEMELOR MATERIALE. 
aaa EL e ia 


1. MIŞCAREA SISTEMELOR MATERIALE LIBERE. 


I. ECUAȚIILE GENERALE ALE MIŞCĂRII UNUI 
SISTEM DE PUNCTE LIBERE. 


1. Ecuațiile diferențiale ale mișcării. Punctele unui sistem 
material pot să fie libere sau supuse la legături. Le -vom con- 
sidera deocamdată ca fiind toate libere. Fie: 


n numărul de puncte, 
Mı, Mas -- > mm massele lor, 
Lis Yis Zı5 Lz, Yzy Poe -3 Ln; Yn, Zn cordonatele lor. 
Fiecare punct poate fi considerat ca solicitat de o forță 
unică, rezultând din compunerea forțelor ce-i sunt aplicate, atât 
exterioare cât și interioare. 
Fie: ) 
DĂ Le VOT LR e Xe AAA 
cele trei proecţii ale fiecăreia din aceste forţe. 
Ecuațiile mișcării unuia oarecare dintre puncte sunt: 


d2x > 
m. de X 
d2y 
(1) U, GITE 
dez 7 
ete Na 


şi în total avem 3n asemenea ecuaţii. 
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Componentele X, Y, Z vor fi privite ca fiind în gene- 
ral funcții: 

1% de cordonatele zi, wi, zi; Lay Yay Zog eeii 
da -dy dz. dæ, dy dz, 


20 de vitezele Cre DT PRR Pl n 7 ada 

3? de timpul f. 

In asemenea, condiţii, problema cea mai generală constă 
în integraţiunea unui sistem de ecuaţii diferenţiale simultanee 
de ordinul al doilea, în număr de 3n. 

- Putem aduce rezolvirea problemei la integraţiunea unui 
sistem de 6n ecuaţii de ordinul 1“, luând ca necunoscute auxi- 
lare componentele x, y', 2 ale vitezei fiecăruia din punctele 
sistemului. Cele 3. ecuaţii ale mișcării punctului de massă m, 
pot astfel să fie înlocuite prin următoarele şease: 


dx ^ I s dx' 
D a ME E 
ae a T a 
Eg h dy! 
(2) Spin si mt Y 
dz I da „i 
Sajao 2 3 Ip Zi 


In total, pentru întregul sistem, 6n asemenea ecuaţii. In- 
tegraţiunea lor ne va da pentru necunoscutele £, y, z, d, y y 2 
expresiuni de forma 


= fi Ct, Ci, Cas.: -> Cen) 
fa EEO S CEA 200 Con) 
fa, a, ca. Con ) 
Pulp Gto Binele) 
(ACI, ci ee Ci) 
= fis(£, > Ca» - > Con) 


în care Cj, Cz,» e.) Go Sunt; GN- constante arbitrare. Obţinem 
deci o infinitate de mișcări, care satisfac toate, ecuaţiilor dife- 
renţiale de la care am plecat. — Pentru precizarea unei pro- 
bleme trebue să ni se dea condiţiile iniţiale ale mişcării, adică 
cordonatele a, b, c şi componentele vitezei a, b, e corespun- 
zătoare poziţiei fiecăruia din puncte, la începutul mişcării. Con- 


|l 


© 


ll 


ae gasea 
|l 
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stantele arbitrare pot fi atunci toate determinate, căci făcând în 
ecuaţiile (3) pe ¿=o şi înlocuind pe £, Yy, z prin a,b,c, 
pe æ', y', 2! prin a, bi, ci, etc., obţinem un sistem de 6n e- 
ecuaţii între cele 6n necunoscute Ci, C23 - +, Con. Acest sistem 
de ecuații nu va putea fi nici incompatibil, nici nedeterminat. 
Dacă unul din aceste cazuri se prezintă, vom avea prin aceasta, 
proba că nu s'a obținut soluția generală a sistemului de ecuaţii 
diferenţiale. 


2. Integralele unei probleme de Dinamică. Să rezolvăm sis- 
temul de ecuaţii (3) în raport de Cr; Cz, i- Cen. Vom obţine 
expresiuni de forma: 

i= Pf Li Yn Z La Ya Zi i; Lil, Yry žil.) 
(4) § = p(t; ti Yn zi Co U Eo oo wio lo 2 cad) 

Există deci un număr de 6n funcții e de cordonatele punc- 
telor, de proeeţiile vitezelor şi de timpul ż, care păstrează o 
valoare constantă pe tot timpul mişcării. 

Ori şi care dintre ecuaţiile (4) se numeşte integrală a 
mișcării. Decă le-am cunoaşte pe toate, problema ar fi com- 
plect rezolvată. Fiecare integrală, traduce o proprietate carac- 
teristică a mişcării, independent de celelalte. 

Este evident că dacă avem ọ; = c1, pp = C2, -..-, atunci 
şi o funcţie arbitrară de 0,, 0, ... păstrează tot o valoare 
constantă, însă ecuația ¢ (%1, 02,....) = const., nu constitue 
decât o consecință a celor dintâi, iar nu o integrală nouă. 

In capitolul urmăror vom stabili teoremele generale care 
în unele cazuri pot să procure integrale de ale mișcării. 


II. TEOREME GENERALE ASUPRA MIŞCĂRII 
UNUI SISTEM DE PUNCTE LIBERE. 
Fie: a 
m =X, m =Y, „m aa = A 
ecuațiile diferenţiale ale mişcării unui punct dintr'un sistem 
material. | 
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1. Teorema cantităților de mişcare proectate pe un ax. 
Dacă scriem pentru toate punctele ecuaţiile diferenţiale ale 
mişcării şi adunăm pe cele ce se referă la axul Oz, apoi 


pe cele ce se referă la axul Oy şi înstârșit la axul Oz, obţinem 
cele 3 ecuaţii următoare: 


d?r a 
mgp TX 


(1) | ml 3 
diz 
mp = AŻ. 


Forţele interioare dispar, căci ele fiind două câte două 
egale şi de semne contrarii dau proecţii nule pe ori ce ax. 
Putem pune ecuaţiile (1) sub forma 


aim as X 

(2) al A = 
d, 

Ant =}Z. 


Rezultă următoarea teoremă: Derivata sumei proecțiilor 
cantităților de mișcare pe un ax oarecare, este egală cu suma 
proecțiilor forțelor exterioare pe același aw. v 
Fie OA vectorul rezultant al cantităților de A 

mişcare şi OB vectorul rezultant al forțelor exte- 

rioare. Ecuațiile (2) mai exprimă că derivata geo- B 
metrică a vectorului OA, și deci viteza punctu- 9 

lui A, este egală cu vectorul OB. Meas 


Corolarii. 1) Să presupunem că vectorul rezultant al for- 
telor exterioare rămâne necontenit perpendicular unei direcții 
fixe. Luând axul Ov paralel cu această direcţie, avem XX = 0!) 
şi prin urmare 


d da 
arama? 


Si e 
1) Axele cordonate vor fi presupuse totdeauna dreptunghiulare. 
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„de unde deducem 
3 m tut c 
Ue 


Obţinem deci o integrală a mișcării, 

.2) Dacă vectorul rezultant al forţelor exterioare rămâne 
necontenit paralel unei direcţii fixe, atunci luând axul Oz pa- 
ralel acestei direcții, avem. XX — o, XY =o şi obţinem în 
consecință două integrale ale mişcării : 


În e, Înv. 


3) Dacă presupunem însfârşit că, vectorul rezultant al for- 
țelor exterioare este nul, sau că nu există forţe exterioare, atunci, 
oricare ar fi axele cordonate, avem EX — Da ANE 5/0 
şi în consecință 


E E m-a 


deci, trei integrale de ale mişcării. 


Aplicaţie. Fie o ţeavă de tun, coprinzând o încărcătură, de 
pulbere şi un proectil, așezată, pe un plan orizontal pe care ea 
poate aluneca fără frecare. Când se dă foc, gazele pulberii îm- 
ping atât proeetilul cât şi țeava, aşa că. întregul sistem intră 
în mişcare. a 


Fie: 
m ,v massa şi viteza unui punct al țevii, 
m , v E te NoN » » proeetilului, 
imi RRă. SVOE 3 » » gazelor pulberii. 


In mişcarea orizontală, până în momentul când proectilul 
iese din gura țevii, nu există nici o forță exterioară, forțele 
desvoltate de gaze fiind forțe interioare. In acest interval de 
timp, pe un ax Ov paralel axului țevii, avem 


> (mv + mo! + m'wv') =o 
căci la începutul mișcării sistemul a fost în repaus, aşa că 


valoarea constantei c este nulă. 
Cum v și v! sunt. respectiv. aceiaşi pentru toate punctele 


ţevii şi proectilului, deducem, însemnând prin M massa ţevii și 
prin M' massa proectilului: 


Mo + Mw + mw! = o, 
Dacă am neglija termenul al treilea, ar rămâne 
Mv + Mw =o 


egalitate care ar exprima că țeava și proeetilul dobândesc viteze 
de semne contrarii şi invers proporţionale cu massele ce au 
fiecare. In realitate termenul în chestiune nu poate fi neglijat, 
aşa că viteza de recul a țevii este ceva mai mare decât arată 
egalitatea precedentă. 

2. Teorema mişcării centrului de greutate. Consideraţia cen- 
trului de greutate al sistemului, ne permite de a da ecuaţiilor 
(1) o altă formă. 

Fie a, b, c cordonatele centrului de greutate şi M massa. 
totală a sistemului. Avem, după cum se ştie, 


Ma = Îmz, Mb = Emy, Me = Emz 


deci, derivând de două ori şi potrivit ecuațiilor. (1), 


r? : 
M a = 2 X 

(3) Mi = 3y i 
dz 
mii Ze: 


Ori, acestea sunt ecuaţiile mișcării unui punct de massă 
M. De aci, următoarea teoremă: Centrul de greutate se mișcă 
întocmai ca, și cum massa sistemului ar. fi concentrată întrânsul 
și i sar aplica în mod echipolent toate forţele care lucrează 
asupra sistemului. 

Să nu se creadă că ecuaţiile (3) sunt suficiente pentru 
determinarea mişcării centrului de greutate. Ele ar fi suficiente 
numai în cazul eu totul particular când SR, DY şi DZ ar de- 
pinde numai de cordonatele a,b, c, de derivatele lor şi de 


timpul t. 
24468, —15 
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Corolariu, Să presupunem că vectorul rezultant al forțe- 
lor exterioare este nul, sau că nu există forțe exterioare. In 
asemenea caz, ecuaţiile (3) ne dau 


d?a Es d?b P SE dç 
Oe a SO ro) Aaaa O 


şi deducem 
a=hhăht, D= h'+ hit, c= A + Pt, 


De aci, următoarea propozițiune cunoscută sub numele de 
principiul conservării mișcării centrului de greutate: Când un 
sistem nu este supus la nici o forță exterivară, sau când vec- 
torul rezultant al Jorţelor exterioare este nul, centrul de greu- 
tate rămâne în repaus sau se mișcă cu 0 “mișcare rectilină și 
uniformă. 
Astfel, dacă admitem că stelele, din cauza depărtării lor, 
nau nici o acţiune asupra sistemului solar, centrul de greutate 
al acestui sistem nu poate avea, decât o mişcare rectilină şi 
uniformă şi această mişcare n'a fost modificată când, după o 
ipoteză în general admisă, planeta dintre Marte şi Jupiter s'a 
spart şi a dat naștere la asteroizii car populează aceea regiune 
a sistemului. ; 

Forțele desvoltate de muşchii noştri fiind forțe interioare, 
nu au, dacă lucrează numai ele singure, nici o acţiune asupra 
modificării de poziţie a, centrului de greutate. Un om în repaus 
izolat în spaţiu şi sustras acțiunii gravităţiei, nar putea prin 
mișcări de mâini şi de picioare să schimbe poziţia inițială a 
centrului său de greutate, deși prin asemenea mişcări el ar putea 
isbuti să se învârtească în jurul acestui centru. 

Așezat în picioare pe un plan orizontal, perfect alunecos, 
un om, supus greutăţii, nar putea înainta, căci centrul său de 
greutate n'ar fi solicitat de nici o forță orizontală. Numai fre- 
carea procură o asemenea forță, aşa că fără această frecare 
nici o mişcare de înaintare la suprafaţa pământului n'ar fi po- 
sibilă, Greutatea P egală cu Mg şi reacţiunea N a planului sunt 
egale numai în cazul când omul stă nemișcat, Dacă él coboară 
centrul său de greutate cu o acceleraţie oarecare, lăsându-se pe 
vine, reacţia N devine mai mică decât greutatea P, In adevăr, 


| 
o 
> 
ări 


potrivit formulelor precedente, dacă proectăm mişcarea pe o 
verticală Oz îndreptată. în jos, avem Me = Mg — N, de unde 
N = M (g9 — c) şi vedem că N devine cu atât mai mie cu cât 
acceleraţia c a centrului de greutate este mai mare. Pe de altă 
parte, cum reacţia N nu „poate deveni negativă, mai vedem că 
cea mai mare valoare pe care o poate dobândi c este egală cu 
g, când N = o. Dacă din potrivă, stând pe vine, omul îşi as- 
vârlă corpul în sus, acceleraţia c fiind atunci negativă, valoarea 
reacției N devine mai mare decât greutatea P. 


3. Teorema momentelor cantităților de mişcare; (teorema 
momentelor cinetice). Știm, că din cele 3 ecuaţii diferenţiale 
ale mișcării unui punct, putem deduce 


dez dy 
care se poate serie i i XA 
A dz dy PIN, 4 
Lile YA Ce A)| = yz oY 
şi alte două ecuații analoage. Dacă facem suma tuturor acestor 
ecuații, pentru fiecare din axe, obținem 


În (9 E a =J (yZ — 2Y) 
4) f ar Èm (e a e ar) = È CX 22) 


Îmi = pp) =J («Y — yX). 


Membrii ai doilea nu conțin forțele interioare, căci acestea, 
luate două câte două, fiiind egale şi direct opuse dau un mo- 
ment nul în raport de ori ce ax. 4 

Sistemul de axe dreptunghiulare fiind absolut oare care, 
ecuaţiile (4) dau loc următoarei teoreme: Derivata sumei mo- 
mentelor cantităților de mișcare (sau a momentului cinetic) în 
raport de: umi aw, este egală cu suma momentelor forțelor 
exterioame îm raport de același aw. 


= See a 
= See = 
iza maan ia 2 
E e 
mi = 
~an i 
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Fie OC momentul rezultant al cantităților de mişcare, sau 
c: v momentul. cinetic, în raport cu origina axelor, 
şi OD momentul rezultant al forțelor exterioare. 
Ecuațiile (4) mai exprimă că derivata geome- 


O D trică a vectorului OC, și deci viteza punctului 
Fig. 148 C, este egală cu vectorul OD. 
Corolarii. 


1) Să presupunem că față de un ax fix, suma 
momentelor forțelor exterioare este nulă. Luând acel ax drept 
ax Oz, vom avea 


d dz dy 
0 (CA n e 20 
şi prin urmare : 
. dz dy 
În (9 = 2 w)=e 

deci o integrală a mişcării. 

2) Să presupunem că forţele exterioare, compuse ca şi 
cum-ar lucra asupra unui solid invariabil, dau o rezultantă 


unică, care trece printrun punct fix. Luând acel punct ca ori- 
gină a unui sistem de trei axe dreptunghiulare, vom avea 


IyZ—zY)=0, D(X —zZ)= o0, (eY —yX)=o 
şi prin urmare i 


Bao g e d =G 

d > ca 
6) rea e a) 
dm (e ya = o 


Se obțin deci 3 integrale de ale. mişcării. 

'3) Să presupunem  însfârşit că nu există forţe exterioare. 
Atunci ecuaţiile (5) vor avea loc ori care ar fi origina aleasă 
pentru axele ordonate, îi 
x 4. Teorema ariilor. Printr'un punct O să ducem 3 axe cor- 
donate dreptunghiulare și să unim punctul O cu un punet M 
al sistemului, Proeeţiile razei: veotoare OM pe planurile yOz, 


— 229 — 


204, vOy vor descrie respectiv ariile w, w, o! şi vom avea, 
după cum se ştie !), 


dz dy dw 
yop o pes MIRA 
2 dx S dz ac) du! 
di dt > dt 
dy dx dwl! 


Fig. 149 


Dacă înmulțim aceste ecuații 


cu m şi le însumăm pentru toate punctele sistemului, punând 
pentru prescurtare, 


A= mo, V=ămo, A! = Imo" 
Obi DON e a 
o dz dy di. 
Po EI 


syna E oA 
EBS M re pi IPA Jia 


dt 
nou) 
așa că ecuaţiile (4) devin 
| 24 =J yZ zY) 
6 | 2 AN F eXz) 


d2NI : 
| 22 =} @Y —yX). 


Să presupunem că suma momentelor: forțelor exterioare în 
raport de un ax este nulă. Atunci luând acest ax drept ax Oz, 
prima dintre ecuaţiile (6) ne dă 

: 
T =0ọ şi prin urmare À = Lmo=ct+c. 
Aşa dar: Š i] žmtot 
Când suma momentelor forțelor exterioare in raport de un 
ax Ox, este nulă, suma productelor ce se obțin înmulțind 


1) Oinematica, pag. 19. (paul ui 
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massa fiecărui punct M cu aria descrisă de proecţia razei vec- 
toare respective OM pe un plan perpendicular axului, variază 
proporțional cu timpul. Aceasta este teorema ariilor şi se zice 
că ea are loc pe orice plan perpendicular axului considerat. 

Dacă forţele, compuse ca în cazul solidelor invariabile, 
dau o rezultantă unică trecând printr'un punct fix, atunci luând 
acel punct ca, origină a unui sistem de axe dreptunghiulare, avem 

Smo=ct+a, Amo =c't+ei, Emo”= AA 

deci teorema ariilor are loc pe orice plan, trecând prin punc- 
tul fix. 

Dacă, însfârșit, nu există forțe exterioare, teorema, ariilor 
are loc pe orice plan din spaţiu. È ; 


5. Teorema forțelor vii. Ştim că variația forței vii a unui 
punct material, într'un interval de timp oarecare, este egală cu 
suma travaliurilor forțelor care lucrează asupra punctului, în 
acelaşi interval de timp. Dacă facem suma tuturor ecuaţiilor care 
exprimă acest lucru pentru fiecare din punctele sistemului, şi dacă 
convenim de a numi forță vie a sistemului, de puncte suma, for- 
telor vii a acestor puncte, obţinem teorema următoare: 


Variația forţei vii a unui sistem material, întrun in- 
terval de timp oarecare, este egală cu travaliul forțelor care 
lucrează asupra sistemului în același, interval de timp. 

Dacă prin urmare însemnăm prin T forțe vie a sistemului, 


mot, şi prin © suma travaliurilor forțelor care lucrează 


asupra punctelor, într'un interval de timp, avem, ca şi pentru 
cazul unui singur punct material (pag. 47) 


(DTD za e aT = dă 
(8) şi T-T, =% san AT=®. 


Ecuația (7) este ecuația diferențială a forțelor vii. Sub 
formă mai explicită, ea se serie: 


d Și mè = J (Xde Way + za) 


presupunând axele dreptunghiulare. 
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Ecuația (8) este ecuația forțelor vii sub formă finită. 

Aici forţele interioare intervin, căci travaliul lor nu este 
nul. Am văzut că el este egal cu fdr, pentru două forţe interi- 
oare repulsive, f reprezentând intensitatea comună a forţelor, 
şi cu — fdr, pentru două forţe interioare atractive. 'Travaliul 
nu este necontenit nul decât în cazul solidelor invariabile, când 
distanța r dintre puncte rămânând neschimbată, dr este nul. 


Integrala forțelor vii. Dacă forţele exterioare şi interioare 
admit o funcție de forțe, avem 


% == U 3: lo 
deci potrivi egalităţei (8), 


adică 
T— U = "T9— U, = const. 
Dacă utilizăm potențialul V = — U, atunci avem 
(9) T + V = const. 


Aşa dar: Când fortele, atât interioare cât și exterioare, 
care lucrează asupra unui sistem, admit un potențial, suma 
forţei vii și a potenţialului rămâne constantă tot timpul mis- 
cării. 

: Avem prin urmare, în asemenea caz, o integrală a miş- 
cării, zisă integrala forțelor vii. 


Conservarea forţei vii. Dacă potențialul este o funcție uni- 
formă de cordonate, atunci, când sistemul revine la aceiaşi 
poziţie, V redobândeşte aceiaşi valoare şi deci şi forţa vie T. 
Prin urmare: Când forţele interioare și exterioare admit un 
potenţial, funcţie uniformă de cordomate, forța vie reia aceiași 
valoare ori, de câteori sistemul trece prin aceiași poziţie. 


Caz particular. Să presupunem că nu există forţe exte- _ 
rioare şi că forţele interioare admit un potenţial funcţie nu- 
mai de distanțele r dintre puncte. In asemenea caz, forța vie 
T a sistemului redevine aceiaşi ori de câte ori sistemul revine 
la aceiagi stare, caracterizată prin distanțele relative dintre 
punctele sale, 
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Sistemul solar oferă un asemenea, exemplu, căci singurele 
forțe care acţionează soarele, planetele și sateliții lor, conside- 
rând toate aceste corpuri ca simple puncte materiale, sunt a- 
tracţiunile mutuale dintre ele şi acestea fiind supuse legii lui 
Newton admit un pontenţial. 

In adevăr, însemnând prin m și m’ massele a două puncte 


oarecare din sistem și prin r distanţa dintre ele, forța de a- 


E 9 mi m s a 
tracțiune are ca expresie j 2 ŞI travaliul elementar al grupu- 


m.m 
p3 


dr. 


lui de 2 forțe atractive este atunci egal cu — f 


m.m 


Ori, aceasta este diferenţiala funcției f » aşa că sistemul 


admite ca funcție de forţe 


UG 


şi deci ca potenţial. | 


em.m 
V=- 73 a 
Rezultă, potrivit ecuaţiei (9) că pe tot timpul mişcărei 
există egalitatea, 
Jia 
T — fă = const: 


Travaliul greutății. Să considerăm un sistem de puncte ma- 
teriale în mişcare, punctele fiind supuse și, acțiunei greutății. 
Ne propunem a evalua travaliul greutăților în mişcarea siste- 
mului. e bei RSK : 

Luând axul Oz vertical şi îndreptat în sus, şi aplicând 
formula generală © ea Baa 
d = (X dz +Y dy + Z dz) 
avem ca expresiune a travaliului elementar al greutăților tuturor 

punctelor 


dă = — E mg de. 
Insă, dăcă, însemnăm prin e cota centrului de greutate 

și prin M massa sistemului, ştim „că. 
M ë = mz, ` deoi Mda = Amde 

și prin urmare | BR 
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(a) de = — Mg.de . 
Intre două cote c, şi c travaliul greutăților va fi 
© = Mg (co —c). 


Aşa dar: În mișcarea unui sistem material, trava- î 
tiul greutăților este egal cu greutatea totală înmulțită 


cu coborirea verticală a centrului de greutate. Co 
Din formula (a) rezultă’ că greutățile admit o 

funcție de forțe U = — Pe — k, sau un potențial o 

V = Pe + k, P fiind greutatea totală iar k o cons- 

tantă arbitrară. Dacă luăm k = o, atunci potențialul apra 


greutății P la o cotă oare care c va fi egal cu Pe. 


Rezumat. 


Teoremele generale corespund la 7 ecuaţii distincte şi anu- 
me la, cele trei ecuaţii. 


do œ da 
aona ÎX 
d dy 
~ (2, ao asa di Zid 2Y 
d da o e 
di dna = 2z 
referitoare teoremei cantităților. de mişcare; apoi la cele trei 
ecuații 


d d d > 
m2ng — 24) = Boz 


(2) d În a) 2 SeX z2) 


de d dz 

E Sn a) = 2 @Y—yX) 

A referitoare teoremei momentelor cantităților de: mişcare, şi în- 
sfârşit la ecuaţia 


(3) dJ- m’ = J} (Xdv + Ydy + Ze), 


=y 


sau mai scurt 


dT = dÙ 
referitoare teoremei forțelor vii. , 

Ecuațiile care corespund teoremei mişcării centrului de 
greutate ca şi principiului ariilor, putându-se deduce din siste- 
mele de ecuații (1) şi (2), nu constituese ecuații distincte de 
acestea, : 

Cele 7 ecuaţii de mai sus, poartă numele de ecuațiile uni- 
versale ale mișcărei, pentru motivul că ele se aplică şi sisteme- 
lor cu legături dacă înlocuim legăturile prin forțele care pot 
să le reprezinte. 

Reamintim că forțele interioare nu figurează decât în 
ecuaţia (3) a teoremei forțelor vii. 


II]. TEORIA ENERGIEI. 


1. Să considerăm un sistem acţionat de forţe exterioare 
şi interioare şi să presupunem că forţele interioare admit un 
potențial V; . 

Insemnând prin Ge travaliul forțelor exterioare şi prin 
"%; travaliul forțelor interioare, avem, potrivit teoremei for- 
ţelor vii, i 


A T = %, + Gi . 
Insă, & =— AV; , conform definiției potențialului; deci 
AT = v. — AV, 
sau 
(1) ATHV) =v. 


Se numeşte: 

1° Bnergie actuală sau energie cinetică forța vie T a sis- 
temului; . ) | 

2% Energie potenţială, potenţialul V; al forţelor interioare; , 

30 Energie totală, sau mai pe scurt, energie, suma T -+ V: 
a energiilor cinetică și potenţială, 

Cu aceste denumiri, rezultatul exprimat prin egalitate (1) 
se enunță în felul următor: Intr'un sistem oarecare, când for- 
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tele interioare admit un potenţial, variația energiei coreapun- 
zătoare unei modificări a sistemului, este egală cu travaliul 
forțelor exterioare. 


2. Conservarea energiei. Când nu sunt forțe exterioare, 
variaţia energiei este nulă, deci ’ 


T + V; = const. 


adică: Energia unui sistem izolat este constantă. 

Exemplu. Fie o piatră de greutate P, lăsată să cadă în 
vid dela o înălțime H. Piatra formează împreună cu pământul 
un sistem material, în care greutatea este o forță interioară; 
pământul atrage piatra cu o forță egală cu greutatea pietrei, 
iar piatra atrage pământul cu o forță egală și direct opusă 
greutăţii ei. Cum acţiunea pietrei asupra mişcării pământului 
este complect neglijabilă, atât energia cinetică cât și energia 
potenţială a sistemului în mişcarea considerată, vor depinde nu- 
mai de mișcarea pietrei, reducându-se la energia cinetică şi 
energia potenţială a acesteia. 

La origina mișcării Mg, energia cinetică 
a pietrei este nulă iar energia potenţială egală 
cu PH 1). Când piatra atinge pământul, ener- 


gia ei cinetică este =- F V?, V find viteza 


în punctul de cădere O, iar energia potențială 

devine nulă. Energia totală a rămas astfel a- 
ceiaşi, deoarece avem, după cum se ştie, 

team 

Intr'un moment oarecare al căderii, când piatra fiind la. 

o înălțime deasupra pământului, viteza sa este v, energia 


cinetică este egală cu roo iar energia. potențială egală 


cu Ph, Energia totală a rămas însă iarăşi aceiaşi, căci 


Aa A apd Si 
= PH— h) 


şi prin urmare 


5 z y? -+ Ph = PH . 


Energia potenţială se transformă, deci progresiv, cu înce- 
pere din M, şi până în O, în energie cinetică, însă cu res- 
pectarea principiului conservării energiei. Dacă piatra şi pă- 
mântul ar fi perfect elastici, piatra odată căzută la pământ ar 
fi asvârlită din punctul O în sus,cu viteza V, și energia; ei ci- 
netică ar fi aceea care s'ar transforma progresiv până în punctul 
Mo în energie potenţială. Aşa dar cu toate că de naturi dife- 


. 3 5! taia artaloaP x a c 
rite — căci energia cinetică Eai v? depinde numai de viteza v 


a pietrii, pe când energia potențială numai de poziţia ei h pe 
verticală — aceste două energii se transformă una în alta, 


IV. EXTINDEREA TEOREMELOR GENERALE LA 
MIŞCĂRILE RELATIVE. 


1. Teoremele generale şi consecinţele lor se aplică miş- 
cărilor relative ale unui sistem material, cu condiţia de a ală- 
tura forțelor reale forțele aparente care permit de a trata miş- 
carea relativă a fiecărui punct ca o mişcare absolută. Aceste 
forţe aparente sunt, după cum ştim, în număr de două pentru 
fiecare purgis forța de inerție de antrenare. și forța :centrifugă 
compusă. í ; , í 

Se va observa numai, că în aplicațiunea teoremei forțelor 
vii la mișcarea, relativă a unui sistem, forțele centrifuge compuse” 
dispar, căci fiecare dintre ele fiind perpendiculară pe viteza 
relativă a punctului respectiv, dă un travaliu nul în mişcarea 
relativă. 


2. Caz particular. Să considerăm, în particular, mişcarea 
relativă a unui sistem în! raport de axe dreptunghiulare de di- 
recţii, constante, trecând prin centrul de greutate al sistemului. 

Fie: 

a, b, c, cordonatele centrului de greutate G în raport de sistemul 
fix Oxyz; 2, y, z cordonatele unui punct M al sistemului 
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în raport de Ozyz; a, y 2 cordonatele lui M în raport de 
sistemul de axe Gg'y'z’, paralel sistemului Oxyz. 

Avem, pe de o paste 

(1) t=a +r, y=b+y', 
iar pe de-altă parte 

(2) Îi ma =o, Emy =o,. Imz =o 
căci cordonatele centrului de greu- 
tate G față de sistemul Ga! y'2/ 
sunt nule. 

Ecuațiile (1) şi (2) conduc la 
extinderea teoremelor generale la 
mișcarea relativă de care ne ocu- 
păr. 

a). Teorema cantităților de miş- 
care proectate pe un ax. Din ecua- 
tiile (2) deducem pe cele următoare pp Aba 


(3) În =o, Îmi o, Zn? =o 


Acestea exprimă că suma proecțiilor cantităților de mis- 
care pe un ax oare care este necontenit nulă, sau, că vectorul 


rezultant al cantităților de miscare, din mișcarea relativă, este 
necontenit nul. 


? 


z=c +z 


2 pă 


b). Teorema momentelor cantităților de mișcare. In miş- 
carea absolută, acestei teoreme îi corespund, după cum s'a văzut, 
trei ecuaţii, dintre care cea dintâi a fost 


Sm (y qug) Z uZ—zY) 


sau 


j dz teid 4 
5 mY qe 72 aa) = $ (yZ— 2Y). 
Să fnlocuim în această ecuație pe y şi z- prin valorile lor 
(1). şi să punem Xm = M „ Obţinem 


2 m li, y (a + Ta) — (e +z’) (uts n 2) 2 


J |o+mz-e+aY] 
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Şi, Tae 
dic dz! |: 
M( b di Ca da) +(è 3 MTE —— Jn” IR nr + (anyi ETAT. „m şi 


dèz' dèy! 
+3 n(y i z gi )= (xz z—02Y)+5 yz- Y). 


Parantezele a doua şi a treia sunt însă nule, potrivit 
ecuațiilor (3) şi (2) iar, pe de altă parte, cum 
d?b j dec 
Mag =Y ȘI Mag = ïz 
rezultă, că din toată desvoltarea de mai sus nu rămâne -decât 
ecuația 


l2 z! day! 
(4) Zn (as — 2 aE so Z—z' Y) 


sau 


dt ir Dm (uea A =z. Ne 2 o'z ANA) o 


Aşa dar teorema momentelor cantităților de mișcare se 
aplică, în cazul particular de mișcare relativă ce considerăm, 
întocmai, ca și în mișcarea absolută, fără a fi nevoe de a 
alătura vre-o forță aparentă, forțelor reale care lucrează 
asupra sistemului. 


Notă. Puteam proceda şi altfel pentru găsirea ecuaţiei (4) 
şi anume, alăturând forței reale X, Y, Z forţele aparente care 
se reduc la forţa de inerție de antrenare, și scriind apoi direct 
ecuaţiile momentelor cantităților de mişcare în sistemul Gay 2 
considerat ca, fix. i 

Cum accelerația punctului G. are ca componente yF > 


T T „forţa de inerție de antrenare a punctului M va avea 
2 : i 
da db de (mişcarea sistemului 


ca componente — m gp: 7 ™ aie 


* 
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mobil ind o mișcare de ep e aşa că Y se va înlocui cu 


= d?c : ? t 
Ymm a şi Z cu Z — qm: Se va serie deci ecuația 


diz! „dy! d2b 
În (ya da 2 d ) — 2 E (z- sa q )- z (> T Te)] 
din care rezultă imediat ecuația (4) dacă ţinem socoteală de 


ecuaţiile (2). 


c). Teorema forțelor vii. In mişcarea absolută 


ştim că 
punând 
w= 2 ES m v? 
avem: 
(5) d T = 3 (X dx + Y dy + Z dz). 


Să vedem ce devin cei doi membri ai acestei ecuații, când 
trecem la mişcarea relativă. 


Să luăm mai întâi pe T. Avem 


i ăn (d) (CO (7 r) |. 


Inlocuind pe z, y, z prin expresiunile lor (1), obținem 


da tau, 


(observând că de — riza dt ȘI i (e i) = (u Djo (2), AA 


da „dai 
2 au di >te) 


pe pal ORORO 
"sa ar: E 


Ori, dacă însemnăm prin 
V viteza, centrului de greutate, 
M massa sistemului, 
T' forța vie în mişcare relativă considerată, 


` 


Ee 


vedem că prima paranteză poate fi înlocuită cu Lo M V? iar 


paranteza a doua cu l". Cât dèspre paranteza a treia, aceasta 
este nulă, potrivit ecuațiilor (3). Aşa dar 


OR T= MN a 


egalitate care corespunde următoarei teoreme, cunoscută sub 
numele de teorema lui Koenig: - Forţa vie a unui sistem este 
egală cu forța vie a massei totale concentrată în centrul de 
greutate, plus forța vie a sistemului în miscarea raportată la 
axe paralele axelor fixe, duse prin centrul de greutate. 


Să ne ocupăm acum de membrul al doilea al egalității (5). 
Transformațiunea de cordonate ne dă 
2 (X +dr Y dy+Z dz) =da LX +db LY +dc Z+ 
È (X dz! +Y dy' + Z'dz'). 
Insă, mişcarea centrului de greutate este aceea a unui 


punct de massă M, supus unei forțe ale cărei componente sunt 
2X, XY, ŁZ. Aplicând acestui punct teorema forțelor vii, avem 


d h MV? =da L X+db LY +de ÈZ 
deci | 
(T) SS ay+zad)=d 2 MV? + 
X (X dx! +Y dy! + Z dz). 

Inlocuind acum în ecuația (5) pe T prin expresia (6) şi pe 
> (X dx + Y dy-t Z dz) prin expresia (7) obţinem, ca încheere, 

(8) aT = 2 (X dæ! +Y dy' + Z dz). 

Aşa dar, ecuația forţelor vii subsistă în mișcarea relativă 


ce am considerat, fără a fi nevoe de a introduce vre o forță 
aparentă pe lângă forţele reale care lucrează, asupra sistemului. 


Notă. Ca şi pentru teorema momentelor cantităților de 
mișcare, puteam serie direct ecuaţia forțelor vii în sistemul 


, 


PA | 


mobil Gz y' 7, alăturând forței direct aplicate X, Y, Z forţa 


ETENE 2 d?b d? 
de inerție de antrenare — m ha ; 


procedând astfel 


(Z2-m i)a | 


ecuațiile (3), dăm imediat “peste ecuaţia (8). 


FITI E tisa. d Laa rap JANA: 
A “and TÄD: US NITZ ti 
E S “inah wk bitiuloai If Renso ; 
SE aAa ra Paaa n anarei 
ati dup WEA 
H 
wsi 
ici 
+ $ 
j aa e 
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da? Mada? mg Se obţine 


Desvoltând membrul al doilea, şi: ţinând socoteală de 


II. MIŞCAREA SISTEMELOR MATERIALE 
CU LEGĂTURI 


l. ECUAȚIILE GENERALE ALE MIŞCĂRII PUNCTELOR 
UNUI SISTEM CU LEGĂTURI. 


1. Aplicaţiunea principiului lui d'Alembert. Să presupunem 
acum că între punctele sistemului material există anumite le- 
gături. Inlocuind legăturile prin forţe, putem considera, fiecare 
punct M ca mişcându-se liber sub ac- 
țiunea unei singure forțe R, zisă forță 
va motrice sau forță efectivă și rezultând 

din compunerea rezultantei F a forţelor 

direct aplicate cu rezultanta Q a for- 

9 telor de legătură. 

Fig. 153 Ori, potrivit principiului lui d'A- 

lembert, dacă în mod fictiv intro- 

«ducem forța de inerție I, care este egală şi direct opusă 

rezultantei R a forţelor F şi Q, punctul este în echilibru sub 

acţiunea celor 3 forţe F, Q şi I, aşa că aplicaţiunea teoremei 

“travaliului virtual la întregul sistem, pentru deplasările com- 

wpatibile cu legăturile, ne dă, socotind forţele I ca forţe direct 
:aplicate: 


(1) > [F òs cos (F , ôs) + I ôs cos (1,88)] = o 


-ecuație, în care nu intră forțele de legătură şi unde òs repre- 
zintă o deplasare virtuală compatibilă cu legăturile în momen- 
tul considerat. 
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Putem privi ecuația (1) ca conţinând în mod implicit 
toate legile echilibrului și mișcărei sistemelor materiale. 

Astfel, teorema travaliului virtual, care ne dă toate le- 
gile de echilibru, ne permite, asoeiindu-i principiul lui d'Alem- 
pati să aducem orice chestiune de mișcare la o chestiune de 
echilibru. 


Exemplu. Ştim că pentru ca un solid care, are un ax fix 
să fie în echilibru, este necesar şi suficient ca suma momentelor 
forțelor direct - aplicate, în raport cu axul fix, să fie nulă, şi 
această condiţie rezultă din aplicaţia ecuaţiei generale 


E Fâscos(F,8s)=o. pros idea 


. Aplicația ecuației (1) ne va conduce deci la concluzia, că 
ecuaţia mişcării solidului în jurul axului fix se va obține, aso- 
ciând forţelor direct aplicate forţele de inerție şi scriind că 
suma momentelor ambelor categorii de forţe în raport de axul 
fix este nulă. i A RA ap fa 

Vom da mai jos această ecuaţie. . 


2. Ecuațiile mişcării punctelor. Cum componentele forței 
de inerție a unui punct, pe trei axe cordonate, sunt: 
> E o pi das) 
E ap dci a ba NTT 
travaliul ei virtual este 


der dz 
m gp E —m adu — m jp 2 


aşa că avem 
£ Z 2 
3 I òs cos (I, òs) =-} m (a qp è? + r òy + u èz) d 


Cum pe de altă parte, însemnând prin X,Y, Z com- 
ponentele forţei F, avem egalitâtea;: 


X Fòs cos (F, b) =S Xe + Y dy FZ èa) AA 


rezultă că ecuația (1) se poate serie 


$ (Xx+ Yy + Ză) = b o(a òx + a a dy + “aa dă a) 


af 


sau, sub formă mai strânsă, 


ba a. d d?z 
(2) I| (me at (mt) + (2 m îi) ]- o 
òx, dy, dz corespunzând la deplasări virtuale compatibile cu 
legăturile în momentul +. 

Această ecuaţie, ca şi ecuaţia (1) cu care este echivalentă, 
poate fi privită ca ecuația generală a Mecanici. 

In particular, din ecuaţia (2) rezultă, că dacă cunoaștem 
ecuaţiile -de echilibru ale unui sistem cu legături, obţinem ime- 
diat ecuaţiile mișcării acestui sistem înlocuind în ecuaţiile de 
echilibru componentele X, Y, Z prin 

da d? 7 d 
X —m Fp’ Ym Z— ma 

Astfel, revenind asupra exemplului de mai sus, dacă un 
solid are două punete fixe, ştim, că luând ca ax Oz dreapta 
care unește cele două puncte, condiţia de echilibru este 


2 (xY — yX)= 0. 


Ecuația mișcării solidului în jurul axului fix, va fi deci 


Ile (rm — y(x- m 22)] =o 


care se poate scrie 
2 2 

m (24 — 995) Slava) 
semnul È din membrul întâi referindu-se absolut la toate punc- 
tele sistemului, pe când È din membrul al doilea priveşte nu- 
mai punctele unde se găsesc aplicate forţe. > 
Cu privire la ecuația generală (2) este esențial de remar- 
cat`că deoarece aplicațiunea teoremei travaliului virtual presu- 
pune punctele ca fiind în echilibru în momentul ż, variațiile 
òx, dy, dz corespund la deplasările compatibile cu legăturile 
din momentul t considerat ca fir. Rezultă, că dacă ecuaţiile 
de legătură conţin în mod explicit pe t, se va considera t con- 
stant când se diferenţiază aceste ecuaţii în scopul determinării 
relaţiilor dintre variațiile ôx, ôy, 82. 
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Fie astfel: 
(2) fi= o, J= o0, t.y fk=o0 


ecuațiile de legătură, funcții de cele 8n. cordonate ale punctelor 
şi de timpul ż. 
Diferențierea lor ne dă 


S (iaz a i oys 4 iaz) = o 


òy òz 
J (2 è + òy o 


(4) 


ò ò 
(ai n, ôy + iyapa 

Din aceste ecuații, în număr de k, putem trage valorile 
a k variaţii în funcţie de celelalte 3n —k; substituindu-le în 
ecuaţia (2) va rezulta o ecuaţie coprinzând 3n— k variaţii ar- 
bitrare şi coeficienţii acestor variaţii vor trebui egalaţi cu zero. 

Se va obţine astfel un număr de 3n —k ecuaţii, care îm- 
preună cu cele k ecuaţii (3) vor constitui un grup de 3n - 
ecuaţii la care trebue să satisfacă cordonatele punctelor siste- 
mului. Va rămâne să putem integra ecuaţiile diferenţiale ob- 
ţinute. 


3. Metoda multiplicatorilor. Putem efectua eliminarea va- 
riațiilor prin metoda multiplicatorilor (Lagrange). 

In acest scop, să înmulţim la rând ecuaţiile (4) cu à, 
),,..., A şi să adunăm rezultatele astfel obţinute cu ecuaţia (2); 
obținem 


P(x +a 2h 4 di CR ta Gr U De) aa 
HELE 2 dfi af AN CU 7 >m 2) èy =. 
+I( z+% f +) Ca A E m a) èe 


02 
Ori, putem profita de nedeterminarea celor k multiplicatori 
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À pentru a anula coeficienții a Æ dintre cele 3n variaţii care 
figurează în ecuație, Rămân atunci 3 n-% variaţii şi acestea fiind 
arbitrare, coeficienţii lor vor trebui egalaţi cu zero. In definitiv, 
Suntem conduşi de a anula pe toți cei 3n coeficienţi ai ecua- 
tei de mai sus. Va rezulta astfel un sistem de 3 n ecuaţii, dintre 
cari trei oarecare au forma următoare: 


die òf ò òf 

m ga =X HN part da a t.l En e 

dy ò ò Òf. 

(5) m =Y d St a Alpi ea E 
dz? òfi òf; Of 
aia 7 Liste da oa ada cozi bule ch o 


Cele 3 m ecuaţii împreună cu cele k ecuaţii de legătură (3) 
formează împreună un sistem de 3n -+ k ecuaţii la care trebue 
să satisfacă cele 3n + k necunoscute, constituite de cele 3n 
cordonate şi cei k multiplicatori A. i 


4, Calculul forțelor. de legătură. Metoda multi plieatorilor 
dă şi forţele de legătură. In adevăr ecuaţiile (5) sunt acelea, ale 
mişcărei unui punct liber supus forţei direct aplicate X, Y, Z 
„Şi unei forţe având ca componente. pe cele 3 „axe 


Eor of, Òfk 
Aon Ao Cate A 
òfı òf Op 
Aa co Fa E, în ae N a, | 
zi gA it aa] nd Văii e? 
„Anat Aare stofe a: 


Aceste! expresiuni sunt deci componentele forței totale de 
legătură care lucrează asupra punctului œ, y, z. 
Termenii 
[ao ag i A, aah 
reprezintă componentele forței de legătură care lucrează asupra 
punctului considerat în virtutea legăturei /, = 0 şi deasemenea 
pentru termenii următori, 


5. Aplicaţiunea principiului lui d'Alembert la sistemele de 
puncte libere. Plecând dela ecuaţia generală (2) putem regăsi 
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toate teoremele pe care le-am stabilit pentru un sistem de 
puncte libere, 

a). Fie în adevăr n numărul de puncte libere. Ne existând 
legături, cele 3 n variaţii òw, ðy, 82 sunt complect arbitrare, 
aşa că toţi coeficienţii lor trebuese egalaţi cu zero. Se obţin 
astfel ecuaţiile 

i ai Sa na dis 
scrise pentru toate cele n puncte. Obţinem deci ecuaţiile dife- 
renţiale ale mișcărei tuturor punctelor. 


m 


b) Să luăm, ça, deplasare virtuală o translație paralelă 
cu axul Oz. Atunci toţi òv sunt egali între ei iar ôy şi ôz 
sunt nuli. Ecuația (2) ne dă în consecință 


òx È (= =a) =o 


2 
Sa sa 

Şi aceasta, este una, din ecuaţiile din care” rezultă teorema can- 
tităţilor de mișcare proectate pe 
un ax (sau teorema mişcării cen- 
trului de greutate). , 

-¢). Să luăm ea deplasare vir- 
tuală o rotație în jurul axului Oz. 
In această rotaţie, un punct oa= 
recare M descrie un arc elementar ` 
de cerc, indentic cu acela pe care Y 
ìl descrie proecția sa M' pe planul NA Fig, 154 
yOz. Ori, avem pe „figură, 


OP = y= reos?, M'P =z = rsinð 


adică 


Ne 


deci 


2y = A ARRO = zòd, a = reos 090 = y àA 
20; fiind deplasarea unghiulară. Inlocuind pe òy şi da prin 'aceste 
valori, şi cum ôv = 0, ecuaţia (2) devine 


syin) a (eo m) 


adică 


23 2 
Ím ( y Li — a w) = $Z — 2Y). 

Această ecuație este una dintre acelea ce ne-au servit la 
stabilirea teoremei momentelor cantităților de mișcare (sau a 
ariilor). 

d). Insfârşit să luăm deplasările virtuale òx, 6y, 82 egale 
cu deplasările efective dz, dy, dz. Ecuația (2) ne va da 


d: d? d 
In (3 de + Tu dy + de) = 3 (Xde +Ydy +Z dz): 


Ori, dacă însemnăm prin T forța vie a sistemului, avem 


7= pin] () + (2) i (2)] 


şi, în consecinţă, prin diferenţiere, 


z= dt dr dy dy d?z dz TA 
Ir = Ş m (2 tisa O AE dă oa 


dg dy d 
În“ dx + Te dy + d az). 
Ecuația de mai sus se poate deci serie 
dT = X (Xds + Ydy + Zdz). 


Regăsim astfel ecuația care corespunde teoremei forțelor vii. 


II. EXTINDEREA TEOREMELOR GENERALE LA ` 
SISTEMELE CU LEGĂTURI. 


1. Când un sistem material este cu legături, putem întot- 
deauna să înlocuim legăturile prin forţe și să tratăm apoi sis- 
temul ca un sistem de puncte libere. Nimic nu ne împiedecă 
atunci de a-i aplica cele 3 teoreme generale; este însă intere- 
sant de a vedea dacă forțele de legătură vor apărea sau nu 
totdeauna, în aceste teoreme, căci, ele sunt în general necunoscute. 

In cele două dintâi teoreme, am spus că forțele interioare 
„nu figurează pentru simplul motiv că ele sunt egale două câte 
două și direct opuse; când se va întâmplă la fel cu forțele de 
legătură, nici acestea nu vor figura în ecuaţii. Aşa spre exem- 
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plu dacă unele puncte ale sistemului sunt obligate de a rămâne 
la distanțe invariabile unele de altele, forțele de legătură sunt 
două câte două egale și direct opuse și putem aplica cele două 
teoreme generale fără a ne ocupa de legături. l 

Insă, dacă va fi vorba de mişcări de puncte pe curbe sau 
suprafețe, forțele care pot înlocui acțiunile acestor curbe gi su- 
prafețe intră în categoria forțelor exterioare obișnuite și trebue 
a se ține seama de ele. 


Așa dar, în fiecare caz, când voim a aplica unui sistem 
cu legături cele două dintâi teoreme generale, va trebui să e- 
xaminăm la ce anume forţe corespund legăturile; dacă aceste 
forţe intră în categoria forțelor interioare, nu vom ţine seama 
de ele; dacă din potrivă lucrează ca forţe exterioare, le vom 
introduce în ecuaţii. 


2. Să trecem acum la teorema forțelor wii. Potrivit celor 
văzute la stabilirea teoremei travaliului virtual, suma travaliu- 
rilor virtuale a forțelor de legătură este nulă pentru toate de- 
plasările virtuale compatibile cu legăturile în momentul consi- 
derat. Dacă prin urmare, deplasarea elementară pe care o ia 
realmente sistemul, şi căreia i se aplică teorema forțelor vii, 
este în fiecare moment compatibilă cu legăturile, nu vom avea 
a ţine seamă de forțele de legătură în aplicaţiunea teoremei. 
Pentru ca aceasta să aibă însă loc, condiţia necesară şi sufi- 
cientă este ca ecuaţiile de legătură să nu conţină în mod ex- 
plicit timpul t. 

In adevăr, deplasările virtuale òx, òy, 8z, compatibile 
eu legăturile în momentul t, satisfac ecuaţiilor de forma 


o „of ò 
E ta au) 


care se obțin diferenţiând ecuaţiile de legătură, în presupunerea 
că t rămâne constant, pe când deplasările reale de, dy, dz 
pe care le ia sistemul în timpul dt, satisfac ecuaţiilor de forma 


ò 
2 ai + 3 (a da + è dy + 2 az) = o0. 
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Deplasările elementare reale nu intră deci în categoria, 
deplasărilor virtuale le ini, cu legăturile din momentul t, 


òf 


decåt dacă i este nul ori care ar fi t, adică dacă ecuațiile 


de legătură nu conțin pe t în mod explicit. 

Ca, exemplu de ecuaţii de legătură conținând în mod, ex- 
plicit timpul ¿, menționăm pe acelea care ar exprima că unele 
puncte sunt obligate de a rămâne pe linii sau „suprafeţe care 
schimbă în fiecare moment de formă sau de poziție, sau de 
amândouă în acelaşi timp. Astfel, cazul unui punct obligat de 
a rămâne pe un cerc a cărui rază creşte necontenit şi al căruia 
centru este fix sau mobil. 

Aşa dar, în definitiv: Când legăturile sunt independente 
de timp, teorema forţelor vii se aplică ţinând socoteală numai 
de forțele interioare și exterioare iar nu și de cele de legătură. 


III. ECUAPIH; LUI: LAGRANGE. 


1. Să TE un , sistem de n puncte materiale între 
cordonatele cărora, există k ecuații de legătură,, putând, conține 
pe-t, 


` 


[fe (t; a Wi Eig 25 yu 050302 eh) ae 
le K: Tis Yi Zu da Y2, Ea o O 
(0) 4 . Lă - . . - 
je aura Eis Yis Ei Bys Yah Zai i) = O. 


Din aceste ecuații putem trage valorile a Æ cordonate în 
funcţie de celelalte; 3 n-k. Fie 3 n-k = r; să scrim în mod ar- 
bitrar r noui ecuații între cele 3n cordonate, 


Fix, Yir Z213 Too Yzy Za) = gi 


Fa (Xr Y. Yy Zi Tao Y?a EA) = h 


(2) 


n i a adie! . . . pi ei teofilia pă . ` ` AEO 


Fr (8 Yy Zis Pa Yas Zye t) mar. 


a A 
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Ecuațiile (1) şi (2) ne permit a exprima pe cele 3 n cor- 
donate în funcţie de t şi de r parametri arbitrari qi, 925°- Qr; 
sub forma : 


æ = pt, Qiy Qor- qr) 
(3) y =Y (t, qs Qs- qr) 
z = 9 (t, q, 92s qr) 


Este evident că ecuațiile de legătură (1) se găsese identic 
satisfăcute dacă înlocuim în “ele pe œ, y, z prin aceste expre- 
siuni (3). 

Dacă am cunoaște expresiunile parametrilor, gy, gs5- -4r 

. în funcție de t, ecuațiile mişcărei fiecăruia din puncte ar fi cu- 
noscute şi deci problema mişcării sistemului rezolvată. 

Lagrange a dat o metodă elegantă pentru a forma ime- 
diat ecuaţiile diferenţiale. la care satisfac parametrii g. 


9. Ohservări preliminare. In tot ce urmează, trebue a se 
deosebi cu atenţiune derivatele totale de derivatele parțiale. 

Fie z o funcţie de ¢ şi de parametrii q consideraţi ei 
însăşi ca, amoy. de t; vom însemna 

1° prin a sau D, Dl derivata totală a ja z-în- raport de t; 
dr òr Òr 
ai Loc ; 
în raport de cantităţile“t, gi. q2,- qr considerate ca variabile 
independente. 

Cu aceste :notaţiuni, avem, luând derivatele totale ale can- 
tităţilor £, y, z puse sub forma (3): 


derivatele parțiale ale lui z 


2° prin 


| , Òx EOT 1. 
| = ai + oa, Fara gat Alia orei de 
Ca dy òy òy r Oy 
(4) i y! n e to a alta east dq d? 
' òz 03 Oz 
| g = Pt Hg header «e + par 9: 


In aceste egalităţi, fiecare din derivatele parţiale ale lui 
£, y, z este funcţie de t, Qi, Qav-:- 9r- Egalitățile determină 
în consecință pe 2, y', 2 în funcție de 
; ats qis Gane mit dr pie lest gr- 


Să stabilim acum două serii de identități de care vom avea 
nevoe în ceea ce va urma, 


In acest scop să însemnăm respectiv prin q și g! una 
oarecare din cantităţile gi, ga,... gr și gis Zape. q'r- Ecua- 
țiile (4) ne dau imediat, observând că membrii ai doilea sunt 
funcții lineare de g': 

dq 09! dq dq? dq 

Acestea constituese prima serie de identități ce voiam 
a stabili. 

Tot din ecuaţiile (4) deducem 

OI! Or ÒT OELE ÒT 

a orog O aqp ogl t ag oge teH ag dq dr 


(5) GEAN Saai òy! òy òz' òz 


însă, pe de altă parte, :cum Se este funcţie de t, gi, g2» --. Qr, 
avem direct, după regula generală a derivării. 


P | 2 : 2 2; 
'D, ÒL 02% ÒL ò 


NE ROTE A OLTEN, LERS] pi AD s 
ogitisenog ot ogoga da bi gog 12 tinar b gogl”: 


dy oz! ò 
(6) a Dr Da e DS 


Acestea constituese seria a doua de identități de care vom 
avea, neyoe. i 


10. Ecuațiile lui Lagrange. Metoda multiplicatorilor dă ca 
ecuaţii diferenţiale pentru mişcarea unui sistem cu legături, 
ecuaţii de forma: ă 


ra. s of 

m Du = KA Di rai 
of, 

mDiy = Y +h al pet ge 
slain E EINT af 
mDi m Z+ pat apa o e ore 


A s, dr Ò àz . 
Să fnmulțim respectiv aceste ecuaţii cu SII i -> şi 


dând cordonatelor z, y, z toţi indicii dela 1 la n 


q considerând unul singur dintre indicii de la 1 la TA 
năm toate ecuațiile obținute, 


iar pentru 
să adu- 


Vom observa, că în rezultat, termenii care conțin în fac- 
tor pe A de un indice oarecare, sunt nuli. In adevăr, termenul 
care se găseşte multiplicat spre THY cu à, este 


AOE dhi d y dfi 


2z ofi 
dr òq "dy òq "Oz adică òq ` 


Ori, ecuația de legătură f, = o A identic satisfăcută 
când înlocuim în ea cordonatele ~, y, z prin expresiile lor 


(3), rezultă că 2 este nul, ori care ar fi indicele lui q. 


Dacă punem prin urmare 


(7) DaS AY zZ) Q 
rezultatul în chestiune se reduce la egalitatea ; 
Ò 0 
n (D v.2 a t Diy. wf nw. Z) g 
care este echivalentă cu cea următoare 
D Z n(o Zy rd a 2a) pa tei D 2 
(ja D! -37 Qy +z. D -> d) Q 
şi aceasta, potrivit R (5) şi (6) se poate serie 
ò òy! 
(8) D: În (229 + J arzi) e Ș m (a 2+ 
y! Oyl oz! = 
Y ag T z òq! Q. 
Să considerăm acum forța vie a sistemului 
T = ar S m (œ? + y? + z”). 


Inlocuind pe 2, y', æ! prin valorile (4), T devine o func. 
ție de 


ts giy lay nt dr Lo do see g 
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aşa că avem 


MOT pi 9 difini diyi pp 
d 2 n(o òq au, òq AT 


òq 
Olin ; òx! òy! 27 
di = > m (2 Dq ap y' dq an A 97 , 
Rezultă că ecuaţia, (8) se poate serie pur. şi simplu 
OT òT 
Dap = Mg, 


Dând lui g şi lui g/ toţi indicii dela 1 la r, [0 vineni ur- 
mătorul sistem de * ecuaţii diferențiale 


am oT 


R Da gas: dq > Qi 
òT OT = 
DE E 0), 
(9) “dal, dq, - Q» 
“oT òT 


D, Sy Toe e 


la care Te să satisfacă necunoscutele A d -+ gr: 


2 


Acestea sunt ecuațiile lui lorange. 


Din cele de mai sus rezultă, că pentru a; forma aceste ecuaţii se ra 
proceda în felul următor: i 


19. Se vor pune cele 3n cordonate z, Y, 2 sub forma 


ET Pd Ia- r)a Y= P nga g) 26 ggas gr). 
2%. Se vor efectua 'derivările parțiale ` r Fryt 

Òx òy , 02 . . Òx òy òz 

òg dq Òq z òg, da, 


30, Se vor forma expresiile 


de za), 
a= J(x? a T Oa +z aoa pE +y% 20) 


40, Se vor calcula derivatele totale ale cordonatelor ~, y, 2 în funcție 
de timp 


aen git gio dar Ae ia diaes 3) 
EPIG poole tag Dt Ya ay, ) 
el = Ol (gy gyera gri a Ganne hd 


Dacă (ceea ce este mai rar) X, Y, Z sunt funcții și de a, yl; zZ se 
Soy 
vor introduce aceste valori în expresiile Qi Fi Qa t.s Qr 6 7 


59. Se va forma y 


l 
m= Jne tyh H) 


obținându-se 
VERC ase :i0p, 5 dv Olaru d.) 
60, Se va calcula 


OI TOL OT 


E EA s oT 35, Tag dr piata T i oT 
dg D òq', 3 


D: =... 


apoi Di —, ; 2 ee 
dq, òq!» òq', Òqı 292 òg, 


: 70. Se vor serie ecuațiile lui:Lagrange, care vor trebui integrate. Va- 
lorile: qı,- -gr se vor purta în expresiile cordonatelor z, y, z dela nu- 
mărul 10. $ 


11. Observaţii finale. 1) Componentele- X, Y, Z fiind în 
general funcții de t, de-cele 3 n, cordonate z, y, z şi cele 3n 
prime derivate a; y', 2, devin, prin aplicațiunea formulelor (3) 
şi (4), funcții de t, de gı, 23: qrşi de TARE e eo iza E 
consecinţă, eantităţițe Q definite prin formulele (7) sunt funcții 
cunoscute de aceleași variabile. 

Pe de altă parte, potrivit expresiilor (4), forța vie 

A 

T= 2 m (2! ? + y? + z!?). 
este,o funcție de gradul al doilea de qiy zs- gr. Derivata 
Z este prin urmare 0 funcţie lineară de aceste variabile. 
Operația D; introduce apoi derivatele de ordinul al doilea g”. 

Aşa dar, în definitiv, ecuațiile (9) sunt r ecuații diferențiale 
simultanee de ordinul al 2-lea, determinând 7 cantități q1, 2> 
--- qr în funcție de t şi de 2 r constante arbitrare. 


2) Din egalitatea 


dx | dy òz 
f Q = AO T A) 
deducem 


Q: òq. = $ (x dq Sia y dq, + 4 o aaa t 


Membrul al doilea al acestei egalități reprezintă travaliul 
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forțelor direct aplicate, într'o deplasare virtuală unde toţi pa- 
rametri q rămân constanţi, afară de qı 

Aşa dar: Pie care dintre cantităţile Q, este câtul prin 
òq respectiv, al travaliului forțelor direct aplicate intro de- 
plasare virtuală unde nu variază decât q. 

3) Să înmulţim ecuaţiile (9) la rând, cu 09,,...» 2gr și 
apoi să le adunăm. Obţinem 


(a) (0.2 A 2) âg = SQ. 


Ori, X Q ôq reprezintă travaliul virtual È (X2 + Yây + Zz) 
al forțelor direct aplicate; deci, comparând egalitatea (4) cu 
ecuaţia, generală a ERS 


(8) Zn (“i da ke ni IE PTR dai 22) = 2 (Xôx+ Yây+ Zaz) 


conchidem că ecuaţia (0) reprezintă însăși’ ecuaţia (8) în care 
sa înlocuit totul în funcţie de cei r parametri q'). 

4) Dacă forțele direct aplicate admit o funcţie de forțe 
U, vom avea l iBS 


dU dU dU 
X= dc je dy 7 Z= Sa 
şi formula (7) devine 
e (dU da 00 Soy A 0U o) _ oU 
Q = 3 (0-2 dy ag da" dq 7 d 
“In consecință ecuaţiile (9) se scriu i 
òT ð (T +U) 
Di g m 
dq dq 
palon oNN 
: dq! òa 
pD, T = ò(T +U). 
* da, òq, 


1) Aceasta rezultă do altfel și direct din simpla observație oà ori 
transformăm ecuațiile mișcărei puse sub forma multiplicatorilor lui Lagrange, 
ori transformăm prin același procedeu ecuația generală a Dinamicei tB) din 
care se deduc ecuaţiile metodei multiplicatorilor, rezultatul nu poate fi decât 
același, 


— 257 — 


. 


IV. ECUAȚIILE LUI HAMILTON. 


12. Ecuațiile lui Lagrange (9), care sunt de ordinul al 
2-lea, pot deveni de ordinul Iliu dacă se consideră (is Ia ri 
Qr cair noui necunoscute definite prin ecuaţiile... 


(10) Dă A Dig asi nn, Digli: 

Se obţine atunci un sistem de 2 m ecuaţii diferenţiale de 
ordinul l-iu coprinzând primele derivate ale funcţiilor g și g. 

Printr'o anumită schimbare de variabile, Hamilton a în- 
locuit acest sistem printr'un sistem de ecuaţii zise canonice, al 
cărora rol este fundamental în Mecanica analitică. 

Vom presupune că legăturile sunt independente de timp 
și că forţele direct aplicate admit o funcţie de forţe 1). 

13. Legăturile fiind independente de. timp, cordonatele 
&, Y, z nu mai conţin în mod explicit pe t. In consecință, ex- 
presiile (4) ale derivatelor %, y', 7 au primii lor termeni 


a , u st, nuli şi sunt atunci funcţii omogene de gradul l-iu 


? 


în ` raporti idegi, g'z,- sg aşa că forța vie T este funcție 
omogenă; de gradul al: 2-lea în | raport de aceleași variabile. Ca 
OT ON òT 
aga Sh 71 
neare) dei pi lie e gr N 


urmare, derivatele parţiale sunt funeţii. li- 
Să punem - 
òT òT AE oTi, 
(1) dq, Pı? dq, P2” în) dgr Pr 
şi rezolvând acest sistem de ecuații în raport de g'i, q2,.--> Gie 
să purtăm valorile aflate în ecuațiile (10) şi (9). Să vedem ce 
devin aceste ecuații prin asemenea transformare. . ` S 
Forţa vie T şi cantitățile Q care erau funcții de variabilele 
Jis Qor -aa Ir 
di qlo» Qi 0.95 Qir 


D) Transformarea lui Hamilton presupune că componentele forțelor di- 
rect aplicato sunt derivatele parțiale în raport de cordonate ale unei funcţii 
U de cordonate și de timp, sau că există o funoție de forțe U pare depinde 
atunci numai de cordonate iar nu și de timp. — Cazul cel mai interesant 
pentru aplicațiuni este acela când legăturile sunt independente de timp -iar 
forțele direct aplicate admit o funeţie de forțe. 


24408 — 17 
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vor deveni funcții de 
| Qi (Na ATO 
Pio Pos s-o. Dre 
Cum derivatele lui T în raport de variabilele g -nu sunt 
aceleaşi. când T' este funcție de g şi q' sau saga este funcție- de 


q şi p, vom însemna pe cele dintâi prin (2, r) iar pe celelalte 


T 
prin -5g nS 
Ori, T fiind funcție omogenă de gradul al 21 în raport 
de gn. 023: fu „ avem identitatea 
îs soli) Dl a 


a qit EuT o Cloe oe w dr 
şi prin urmare, potrivit egalităţilor (11), . 
2T = pigi Foot: Ep g’ 
ceea ce se poate serie i 
T = pigi E pga Pop gr T. 
Să diferenţiem ambii membri ai acestei . ecuații, conside- 


rând pe T din membrul al doilea ca funcție de variabilele g 
şi g!. Obţinem 


dT = Di cf, + po dq e Pr dq'r 
+ q dpi ze cr cană ue 
: òT 
= (Ga) da Gp) = G da 
òT oa DRON REIR S 
— og! dq, aq, dq: patit șa dr dqr 


TES potrivit esI: (11), termenii liniei a 42 distrug 
pe aceia ai liniei 1* ; aşa dar 


(12) dT =q'dpi+ Qodpa t ::: + dr dpr 
(n) da= ao c hg) dt - 


„Pe de altă parte, dacă considerăm pe T ca -funcție de p 
Şi q, avem 


i £ òT cul òT 
1 òT DĂ N 
Do dp + T R dar > 
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Dih comparaţia celor două expresiuni (12) şi (13) ale di- 
ferenţialei totale dT, rezultă 


SI oTe, gr Ale 
dp do “(aa deea 
òT SR ToS òT 
dq G a D ka ENIR ) 


ecuații ce se pot scrie, prin prescurtare, 


A 
ò 
(14) e 


òT 
D 

Ca concluzie finală, potrivit formulelor (11) şi (14), ecua- 
tiile (10) şi (9) dobândesc, prin transformarea efectuată, cele 


două forme - ; 


D-5 


(15) | 
òT 
De P + EY ET 
Dând literilor p, q, Q, în acelaşi timp, toții indicii de 
1 la r, vom obține un sistem de 2r ecuații diferențiale simul- 
tanee la care trebue să satisfacă cele 2r necunoscute p și g- 


14. Să presupunem, pe de altă parte, că forțele direct 
aplicate “admit o funcție de forțe U. Vom avea atunci, il 
cum s'a arătat la finele capitolului precedent, 

dU 
Ca 007 
așa că a doua din ecuațiile (15) devine 


(adn) 


Insfârşit, dacă punem 
PU = EH 
şi dacă observăm că U fiind funcție numai de cordonate nu 
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a d pia Al tei tai ‘ . - ET PP 
conține variabilele p, avem Ss = T, şi ecuațiile (15) se vor 
putea serie i 
OH 

D, q = “Sp 
; òH 
D; p = — “dq 

ceea ce este echivalent cu 

È dq òH dp òH 
(16) a E op T T 


Dând literilor p şi q indicii |, 2 
mătorul sistem de 27r ecuații: 


r se obține ur- 


A IOGT 


an n cae OH d da òH.. 
X Si ' dt dp W ae òq 
N Sa OH OH 
GI o O R 204 

| 
dar oH, Wap 2 RUSE 
CE SR O CNS Oqr 


Aceste ecuaţii date de Hamilton au primit numele de 
ecuații, canonice. ale mişcării. Ele prezintă sub forma cea mai 
generală. ecuațiile unei probleme de Mecanică, în care integrala 
forțelor vii îşi are aplicațiune (legături independente de timp 
şi fyncție de forțe). Se, vede, că două probleme de acest gen nu 
diferă :una de, alta decât prin numărul. variabilelor şi forma 
funcției H. 

In mod practic, pentru formarea ecuațiilor lui Hamilton se va pro- 


ceda în felul următor : 
1° Se formează 


t 


T=F (qı, 55 dă fie ; alia e statale RD) 
ca pentru ecuațiile lui Lagrange. 


rn 


20 Se calculează derivatele dq! şi se soriu ecuațiile 


— 201 — 


L] 


3% Valorile g' astfel determinate se introduc în expresia. forţei vii T, 


care va deveni o funcție de qi; Qos.. +; Qp şi Piress, P,- 
4% Se va exprima funcția de forțe U în funcție de variabilele g,, 
Qas» Qp Şi se va forma diferența H =T — U. ` en i ; 
50 Se vor calcula derivatele 
òH ò Hih suas dB, n: ÒH 
a E an. aeaa 


şi se vor scrie ecuațiile lui Hamilton care se vor integra. 


15. Notă. Plecând dela ecuațiile (16) putem. regăsi inte- 
grala forțelor vii. In adevăr, potrivit acestor ecuații, avem 

òH -dp ‘ÒH dq 
Ad oala 0 

Adunând cele r asemenea ecuaţii, ce se obţin dând varia- 
bilelor p și q indicii 1, 2, ... r, găsim, 

Dt H=o adică H= const. 

Ori, H=T— U sau H=T-+V, însemnând prin V 
potențialul. Regăsim astfel următoarea teoremă: Când legăturile 
sunt independente de timp și când forţele direct aplicate admit 
un potențial, suma forţei vii și a potențialului rămâne con- 
stantă pe tot timpul mișcării. dig 


V. TEOREME ASUPRA ECHILIBRULUI 
SISTEMELOR: MATERIALE. !) 

Teoremele care urmează sunt referitoare la sistemele supuse 
la legături independente de timp şi solicitate de forțe care 
admit o funcţie de forțe. € 

16. Teorema I. Ori ce poziție a sistemului, pentru care 
funcția de forțe este maximă sau minimă, este o poziție de echilibru. 

Fie, în adevăr, U (2, Yi Zi 3: Vna Yna zn ) funcția de 
forțe şi fi =0, J250, f5 O ecuațiile de legătură. 

Dacă un sistem de valori (, y, 2) face pe U maxim sau 


1) In mod logic, chestiunile de echilibru ar fi trebuit toato înglobate 
în Partea II-a a cursului, la capitolul Eohilibrului Sistemelor Materiale, 
Chestiunile do faţă nu puteau fi însă aşezate în acel loc, deoarece se bazează 
pe considerente de Dinamic a sistemelor materiale. 
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minim, avem după regula analitică cunoscută, pe de o parte 


dU=o 
iar pe de altă parte 


dji =o, df,=o, GOO) Afk = ð.. 


Avem, adică, următoarele ecuaţii la care trebue să satisfacă, 
variațiile cordonatelor: 


òU 
5 (are + a, dy + dud) a 


of, 
5 (£ ada an. a 


| 
o 


Sea) 


5 (Ba deia oh -dy + oh D baða 


„Ori, înlocuind pe dz, dy, dz prin òx, ðy, 8 ecuaţiile 
acestea sunt „tocmai acelea pe care le-am obține dacă am ex- 
prima că travaliul „virtual al forțelor direct aplicate este nul 
pentru orice deplasare compatibilă cu legăturile. Ele exprimă 
deci condiţia de echilibru a sistemului. 


. 17. Teorema ||. Qrice poziție a sistemului pentru care func- 
fia de forţe este maximă, este o poziție de echilibru stabil. 


O poziţie de. echilibru este zisă stabilă, dacă deranjând 

foarte puţin sistemul din poziţia de echilibru. şi abandonându-l 

apoi acţiunii forţelor, după ce mai întâi s'au imprimat punctelor 

sale viteze foarte mici, deplasările punctelor rămân necontenit 

foarte apropiate de poziţiile lor de echilibru. Cu alte cuvinte 

se pot determina astfel de poziţiuni vecine de poziţiile de echi- 

libru și astfel de viteze ce să se imprime punctelor, încât de- | 

plasările “acestora, sub acţiunea forțelor aplicate, să rămână 

coprinse între nişte limite date, oricât de mici. | 
Sä însemnăm prin literele a, b, c afectate de indicii dela 

1 la n, cordonatele punctelor în poziția de echilibru şi prin 

literele 4; Ê, y afectate de aceiaşi indici, creşterile cordonatelor 

G b, Ca când se trece dela poziţia de echilibru la o-altă po- 
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ziţie a sistemului. Pentru această din urmă poziţie, valoarea 
funcţiei de forţe poate fi pusă sub forma !), 
U (ata, bB, ch; ..:) =U (a,b, c; E (Ba, pa e) 
şi, prin ipoteză, U (a, b, c; ...) este un maximum. 
Vom observa că funcția ọ se bucură de proprietăţile ur- 
mătoare: 
10 ea tinde către zero, odată cu œ, B, y;...; 
20 ea rămâne pozitivă când a, B, 7; ... sunt destul de 
mici și, în particular, când sunt mai miei decât limitele date, 
pe care le vom însemna prin l, m, n, .., în valoare absolută. 
Aceasta stabilit, să deranjăm puţin sistemul din poziţia 
sa de echilibru. Fie a-a, b+ßBo, c+Yo; ... noile cordo- 
nate ale punctelor. şi 


U (a; b, c; ses) SN (a; Bos Yo; E) 
noua valoare a funcţiei de forţe. 

In această poziţie, considerată ca poziţie iniţială, să dăm 
tuturor punctelor viteze foarte mici, abandonând apoi sistemul 
la acţiunea forțelor ce-i sunt aplicate. Sistemul se pune în miş- 
care; fie a+a, b+B, c+y;... cordonatele punctelor sale 
după un timp oarecare t şi } 


U (a,b, cje) — pla, B, T s). 
valoarea respectivă “a funcției de forțe. Pia e 
Insemnând prin T forţa lui vie din acel moment şi prin 
To forța vie corespunzătoare poziţiei iniţiale, avem potrivit 
teoremei forţelor vii: 


TEY (a, B, T; soo) oi (ci clei T) 


sau i 
(1) T=T, +9 (%0, lo» o e 7 P (ao Be rata) 
In arta p (a, B, Y; +) să dăm lui a valoarea sa limită 
l și să variem pe B, Yj. între limitele lor —m la +m, 


. 


—n la 4 n; . însă fără a atinge aceste limite; Să dăm apoi 


1) Prin U (aţa, DHB, ett; l...) se va înțologe U (mta, bithi 
d te. 
cas eee Antan, bnt- Bn, ont Yn) și aga mai departe 
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lui & valoarea —- 7 şi să repetăm aceiaşi operaţie. In locul lui 
a să luăm acum pe f, căruia să-i dăm succesiv valorile limită 
msi — m; variind celelalte litere între. limitele lor fără însă 
a le atinge, şi aşa mai departe, Fie A cea mai mică dintre 
valorile pe 'care le va lua funcția ọ prin asemenea operaţii. 

Să alegem poziţiile iniţiale ale punctelor şi forţa vie ini- 
țială T, aşa fel încât 


(2) To to (a, fo, ONEA 
sau | i 
(0) Viei pn(oi, Boălagitah „) ia 
s fiind pozitiv. 
Aceasta este totdeauna posibil căci funcția o (æ, fo; 
To; ...) tinde spre. zero odată cu creşterile a, B3, 1o;...) şi 
forţa vie T, tinde şi ea spre zero odată cu vitezele iniţiale date 
punctelor, | 
„Zic, că dacă condiţia (2) este îndeplinită, atunci a, B, y;... 
nu yor: putea „atinge limitele: 7, m, n;... luate pozitiv, sau 
negatiy. tag 
„In adevăr, dacă una dintre ele ar atinge limita, sa respec- 
tivă, atunci funcţia e (a, B, 7;...) ar deveni cel puţin egală 
cu A şi atunci egalitatea (1), ținând socoteală de egalitatea 
(2) bis, ne-ar da 
T=(A—s)—A=-—e 


adică T ar fi negativ, ceea ce e imposibil. 


In coneluziune, condiţiile iniţiale pot fi determinate aşa 
fel ca deplasările să rămână, coprinse între limitele date, ori ` 
cât de mici ar fi acestea, şi prin urmare echilibrul este stabil. 

Demonstrația de mai sus a fost dată de Lejeune-Dirichlet, 

Dacă în loc de funcţia de forţe U » considerăm potenţialul 

‘= — U, atunci teorema II se enunță în felul următor: Ori 
ce poziție a sistemului pentru care potențialul este minim, este 
o poziție de echilibru stabil. 


18, Aplicaţie la sistemele grele. Să considerăm un sistem 
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cu legături independente de timp şi să presupunem. 
sistem este supus numai acțiunei greutăţii. 

Dacă P este greutatea totală și z înălţimea centrului de 
greutate deasupra unui plan orizontal de comparaţie, potenţialul 
este Pg şi toate poziţiile pentru care z este maxim sau minim 
sunt poziţii de echilibru. In acelea unde z trece printr'un 
nimum, echilibrul este stabil. 

Ca exemplu, să reluăm problema cu bara sprijinită pe 
două planuri înclinate. 

D fiind. mijlocul barei, poziţiile de echilibru yor cores- 
punde. maximului și minimului 
înălțimei Dd. 

“Punând: AB=2 l, Dd=H, 
lA=a şi IB=a, figura ne dă 
imediat 


că acest 


| mi- 


2H = Aa + Bb = v sina + a sino! AA 
şi I d 
£ EA x! T 21 Fig. 155 
sin (4/—6)  sin(a-Fh) sin (a—a) | 
In consecinţă, 


pă = cata) [sin a. sin (a! — 0) + sin o' sin (a + 6)]. 
„ Anulând prima derivată, se obține 4 
= sina. cos (a! —6) + sin o! cos (a +0) = 0 
de unde se deduce 


"sin (a/—a) 


o = = i . 
tg 0 2sin o . sin a! 


Echilibrul este ne-stabil, căci înălțimea H corespunză- 


toare reprezintă un maximum 1). 
Dacă în loe dea se sprijini pe planuri, extremităţile barei 


——— 


1) Derivata a doua —sin sin (a/—a) este negativă pentru valoarea 0 
găsită. Inlocuirea în această derivată a lui sinô în funcție de tgrt, ne dă, în 
adevăr, o fracţie al căreia numitor este pozitiv lar numărătorul egal ou 
— sin? (2/—a,) daci negativ. 
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sunt obligate de a rămâne pe un cerc, se obțin două poziții de 
echilibru AB și A'B’, dintre care AB co- 
respunde la echilibru ne-stabil, iar AP! la 
un echilibru stabil, 

Echilibru indiferent: Legăturile unui 
sistem material greu, asupra căruia nu 
lucrează alte forțe exterioare în afară de 
greutate, pot să fie astfel încât centrul de 
greutate al sistemului să rămână necon- 

Figi 156 tenit întrun acelaşi plan orizontal. Un 

asemenea sistem este în echilibru în ori 

şi care dintre poziţiile ce poate lua în virtutea legăturilor, căci, 

variaţia corespunzătoare a înălțimei H fiind egală cu zero, avem 

totdeauna d V = o. Echilibrul în acest caz este zis indiferent. 

Exemplu: o sferă grea coprinsă între cele 2 planuri ale figurei 
de mai sus. 


VI. ASUPRA ENERGIEI POTENȚIALE. 


Fie un sistem material supus numai, la forţe interioare şi 
să presupunem că aceste forţe admit un potenţial V;, care re- 
prezintă după cum știm energia potenţială a sistemului. 

Ori ce poziţie” a sistemului pentru care V; este minim, este, 
după cum am văzut, o poziţie de echilibru stabil. Să considerăm 
dintre valorile minime ale lui V; , dacă sunt mai multe, pe cea 
mai mică dintre ele. Putem întotdeauna admite că această va- 
loare este nulă, căci prin definițiune 

Viza aaa; i 0 
şi putem dispune de constanta arbitrară C aşa fel ca V; să fie. 
nul pentru una din poziţiile sistemului. Fie Cm valoarea acestei 
constante. Pentru toate celelalte poziţii, V: va fi atunci pozitiv 
şi egal cu — ULT Cm, 

Când sistemul trece dela o poziţie oarecare S de potenţial 
egal cu V; , la poziţia S corespunzătoare lui minimum mini- 
morum despre care am vorbit, avem, însemnând prin ©: travaliul 
forțelor inferigarh, 

b = (Uit On) Ea (- Ui hi On) Sa 
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adică, pentru că termenul din paranteza a doua este nul, 
op a Ui PO Ve. 


Cu alegerea făcută pentru valoarea constantei C care intră 
în expresia lui- V;, conchidem că energia potenţială a unui 
sistem, într'o poziţie oarecare, corespunde travaliului forţelor 
interioare când sistemul trece dela poziţia considerată la aceea, 
unde energia potenţială are cea mai mică valoare. Găsim astfel 
o semnificare mai precisă a, energiei potenţiale care se poate 
exprima în felul următor: Ap, 

Energia: potenţială a unui sistem, pentru o “poziție ‘oarecare: 
este cel mai mare travaliu pe care pot să-l producă forțele interi- 
oare cu începere de la poziția considerată. 


III. APLICAȚIUNEA DIFERITELOR METODE $ 
LA REZOLVAREA UNEI PROBLEME. DE DINAMICĂ. 


PROBLEMA |. 


Să se studieze mişcarea sistemului format de două puncte 
grele M, și M, pe planurile înclinate A, B, B As, punctele fiind 
legate printr'un fir flexibil şi inextensibil şi presupunându-se că nu 
există frecare. 


Fig. 157 


1°. Metoda forțelor de legătură. Fie T tensiunea firului; 
punctul M, trage de punctul M, cu forța T aplicată în M, şi 
invers, M, trage de M, cu aceiaşi forță T aplicată în M,. 
Mişcările punctelor pot fi considerate ca efectuându-se liber pe 
direcţiile BA, şi BA,, sub acţiunea tensiunilor şi a componen- 
telor greutăților pe aceste direcții. 


Ecuațiile mişcărei vor fi deci 
de x : 
(1) m ga > mag sin ou — T 


(2) Ma a = m, g sin ap — T 


cu ecuația de legătură 
(3) to Sl, 
însemnând prin ! lungimea firului. 
Mai putem zice că mişcarea este aceiaşi ca şi cum pune= 
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tele sar mișca pe aceiaşi dreaptă Oz sub -acţiunea forțelor 
m gsina y —T şi: mag sin d—"T cu condiţia +a, =], 
Cum din ecuaţia (3) deducem 


XM, z 
2 d? x : | 
pa D s ecuația (2) se poate “aM 
i i Fig. 158 
serie 
A d? a : ; 
(2) bis mz- =— m g sind, +T 


şi eliminarea lui T între (1) şi (2) >s ne dă 
d? . : 
Te (m; + m) = m, g sin dı — m, g Sin d» 
de unde E ; i 
(4) d xı: g(m, sin a; — M, sin a) £ 
i dt MF Ma se 


Membrul al doilea fiind constant, deducem 'prin integraţiane 


1 g(m, Sin m — Ma SİN 42) 


Li == 
i 2 My + m, 


t+ et +o. 

Mişcarea este deci uniform variată. Avem de altfel, c = vo 
ŞI c = £y, însemnând prin vo şi 2 viteza şi abscisa inițială a 
punctului M,. l ! 

Valoarea lui x, este, potrivit ecuației de legătură, egală 
OE d 

Putem calcula și tensiunea T. Ecuația (1) ne dă în adevăr 


T+ Sip ; d x, 
= my g sin d, UNEA 


2 : 
şi înlocuind pe a prin expresia sa (4) obţinem 


ë ` m; SÌN a, — Ma SİN aa ) 
= sin d, — 
T=m g( ATI mı + Ma 


T Mag (SİN a + sin aa), 
Di Tue 
“Tensiunea este deci constantă pe tot timpul mişcării. 


adică 


20, Aplicația teoremelor generale. Sistemul fiind din cele zise 
cu legături compleete, nu avem nevoe decât de o singură ecuaţie 
pentru determinarea mișcării. Vom aplica teorema forţelor vii. 
Ea ne va da soluţia, căci pe de o parte legăturile fiind inde- 
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pendente de timp nu vom avea a ține seama de forţele de le- 
gătură, iar pe de altă parte forţele direct aplicate admit o 
funcție de forțe aşa că putem aplica direct integrala forțelor 
vii: T= U + const., U fiind funcţia de forţe. 


S : GR L di Ohne g ; 
Ori, cum ecuația de legătură ne dă 3? = — 1 şi deci 


lt lt 
da P da 
zi) = ED avem 


Pe de altă parte, 
U = (m, g sina) x, + (m, g sin d) £a 
sau, înlocvind pe £, prin l— zj, 
q U = g (m; sina, — m, sin a), + m, gl sin ap. 
Integrala forţelor vii este, în consecință, 


1 da” s : 
-5 (m, F m) (Ga = g (m; sin a, — m, sin %) xı +k, 
însemnând prin k o constantă arbitrară. Zi 
Integrațiunea. acestei ecuaţii ne conduce la acelaşi rezultat 
ca ecuația (4) de mai sus. In adevăr, dacă o derivăm, obținem 


j dzy dx 3 AN 
(m + m) Sp i = g (m sin a — m, sin a.) 


4 dz, 
dt 


adică, simplificând, 


dr, _ g(mıSin a, — masin az) 
dt? m Ma 


care este ecuația (4). 
3%. Aplicațiunea principiului lui d'Alembert. 
„a) Dacă war fi mișcare; ecuaţia de echilibru ar fi, evident, 
My g SID 9 = Myg Sin a 
deci ecuația mișcării este, introducând forțele de inerție, 


i ha A dia 
Myg BANG — Mu “n = Ma Q SID Ay m Ma a 


— 91 = 


adică 
; : dix 
9 (mi sina, — ma sin 2) = (m, + m) Sr 


b) Dacă aplicăm ecuația generală a Dinamicei, care ex- 
primă că suma travaliurilor virtuale a forțelor direct aplicate şi 
a forțelor de inerție este nulă în deplasările compatibile cu 
legăturile, obținem 


E dx . dT, 
(m, g sin a, — m TAR da, | m, g sin dy — ms a îx, = 0. 


A : d2x, dex a a 
Cum însă òv, =— òv, și ge = — TT , ecuația se scrie 


n a dia 
E (m, Sin a, — m, Sin as) — (m, + ms) da 64, =o0. 


Coeficientul lui òw, trebuind să fie nul, rezultă 


3 i dax 
g (m, sina, — m, sin 02) = (m, + m) Ti ; 


c) Putem aplica şi metoda multiplicatorilor, dacă, după 
cum am explicat mai sus, asimilăm mişcarea cu aceea care ar 
avea loc în lungul aceluiaşi ax Ov. | 


Aplicația numitei metode ne dă 


d? , Ò 
m e = m, g Sin dy + À sé 
igdm iir Iro: p orob 
Mis TA = m, g sina tÀ a o 


; {i IES 00 [aa AO RON 
Ori, A O Da al „deci 2L = CES aşa încât 


dx, 


Mda = m, g sin % HÀ 


2%, ; 
z = m, g sina + À. 


d 
Ma TE 
Regăsim astfel ecuațiile (1) şi (2), A reprezentând pe—T: 


0 
4°. Ecuații Lagrange, Avem ti F a = 
noi wy — ty = q. Obţinem astfel sistemul 


l. Să punem de la 


d tanl, v= rn =q 
din care rezultă 


cr op 3 Ú = 


In consecință, 


\ n li DTi 1 
T T n TEE, 
s 
Q=5X en í 
CE T =m gsina. TA +m gsina, (— 3) 
adică 
f 1 
>= g (m, sin a, — my sin aa). 
A, , 1 e e 
Pe de „altă parte, 2, = Se Can aie q „şi prin urmare 
3 PA EE IE EN i i, | 
1 i li J 
T=- 2 ma vale (i Dee g pet £ 
adică i | 
T (mi + ma) gla 
Din această Sai Ul a forţei vii, rezultă 
oT òT | d: 
a O og = g (mat m)g E D =F (m +m) Fa’ 
AA lui ASTO este astfel | 
A PNA Hpi AN a 
(m Fm) a = -5 ġ (mu sin au — masin 4) i 
sau ; y 


dq ma Sin a — m, Sin aa 
îns pes dă = 29 T meem miri 


f ine SĂ 


= 078 = 


din care rezultă, prin integraţiune, 


my Sin a, — m, sin a, 


99 A, PHhtth. 


„+ [ntroducând această valoare în expresinnea lui, z, ; găsim 
1 g (my sin a, — ma Sin o) Q 
v= p a Pret+d, 
) 5 m, F m Fette 


50. Ecuaţii Hamilton. Plecând de la expresia de mai sus 
a forței vii: i i 


t= => (mi + m) q? 
vom pune i Es 
i p adică = (m, + m) q =p 
de unde ) nng T 
* 4p 


Fi di mi + Ma 
ŞI, ca urmare, $ 


| LO Ne E 2020 
=- (m ap ma) ( m, E ma zi mi + m, 


Pe de altă parte 


? pe ad a S 
U = m gzsind, + magæsin az = g ( ™m sın i-o tm Sın Ga =o) 


J 


„deci i 
i Te ipy PAR Q 
pn Le Uma d (Duet he EE “udă 
și în consecinţă | 
DH ERTA E dH Lo (mi'sinla = my sin aa). 
pom! d tute brate 


Ecuațiile lui Hamilton vor fi 


ii 
HU 


H gr A a -y g (my sin a — ma sin d). 
1 TMa | 


24408, — 18 


= 914 = 
Ecuația a doua ne dă 
| ue i 1 
p= (m; sin a, — m, sin a,) £ + -y (m +m) 


k fiind © constantă arbitrară. Introducând această vałdare în 
ecuația întâia, obținem 


dq _ 2g (m; sin a; — Mm, Sin az) 
Mı H Ma 


t+h 


SAT i fa 
de unde rezultă 


Di asia sii 09 CERE pl, 


Ma + Ma 


PROBLEMA II. 
Să se studieze mișcarea întrun plan vertical 'a unei bare 
omogene, supusă greutăţii și acţiunii unui cuplu. 
y 


Fig. 159 


ONS SETEN, | A ca ji 


Fie l lungimea barei. Ne având a compara densitatea 
barei AB cu aceea a unei alte bare de aceiaşi lungime, putem 
presupune densitatea, egală cu Unitatea; vom lua,, în consecință, 
ca element de massă elementul de lungime dl şi atunci massa 
barei fiind egală cu Z, greutatea ei va fi lg. Vom presupune, 
însfârşit, că cuplul este reprezentat prin două forțe F egale şi 
de sensuri, opuse, -perpendiculare în A şi B pe direcţia” barei; | 
momentul cuplului va fi deci FI. 


1%, Mișcarea centrului de greutate. Cum, cu notaţiile obig- 
nuite, ayem. XX =o și AY = — l = const, putem detarmina | 
mișcarea centrului de greutate. ` | 


dia deh 
l di aa 104 l TB = — lg 
deducem 
(za 
a=ct+o, SI 7 3700 FM +. 


2°, Teorema momentelor cantităților de mişcare. Centrul 
de greutate G este evident la mijlocul barei. Să ducem prin @ 
sistemul de axe 2Gy/ paralel cu «Oy. Cum mișcarea punc- 
tului G este cunoscută, cunoaşterea mișcării barei nu mai pre- 
tinde decât determinarea unghiului © de pe figură, în funcție 
de timp. 

Să aplicăm teorema momentelor cantităților de mişcare, 
în raport de sistemul mobil a/Gy/: 


O mo Papp) eyy. 


M fiind un punct oarecare al barei, să punem GM = r; 
vom avea 
a = r cosh, y! =n sin ð 
da! : do dy! da 
ai e A A OA m ~ C pe 
Pe de altă parte, momentul greutății lg este nul în raport 
de G, iar momentul cuplului este egal cu FZ. 
Formula (1) în care elementul de massă m este egal cu 
elementul de lungime d», se serie în consecinţă, 
a Žar ( 7” cos” s + r? sin 6 45) =E 


adică 


d 2 d = 
ar arag ir > E 
Insă sa fiind acelaşi pentru toate punctele barei, iese de 


sub semnul X, iar suma Xr?d trebuind efectuată asupra tuturor 


elementelor dr ale barei, dela A la B, devine integrala dife- 
; T ANELEE l 
rențialei r°dr luată între limitele — 3 Sit gr: 
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Avem deci 
1 
-+ Dai 
d y d 2.3 
-—(— r2dr = Fl 
dl dt | l 
pato 


şi, prin efectuarea derivării și integraţiunii, 


13 d% 3 (26 (2 pF 
12 dë F? sau de = Sr săi A 


A a . 12F 
însemnând prin A valoarea constantei — ji `“ Deducem. 


o= E AR, 
Elea este; deci complect rezolvată. 


3%. Teorema forțelor vii. Să aplicăm teorema, forţelor vii 
în mișcarea relativă în jurul punctului G: 


d 5“ mv? = (X da! + Yayi) 


sau, mai pe scurt, 
2 


Avem 
d6 1 2 d0x2 ir 
P =p r deci r-35 dr (e FY = (r f rêdr 
= PAD 
adică 
3 2 
me E 


In ce ree pe d Y, ştim, că fiind vorba de o rotaţie, 
travaliul elementar al “unei forţe este egal cu momentul forței 


în raport de axul; de rotație, înmulțit cu deplasarea unghiu- 
lară elementară. Deci 


dă = Fl db. 
Aplicația formulei (2) ne dă prin urmare, i 
: M 
(3) cra d: ap (r) = PL dd 
sau, efectuând diferențiarea și siniplificànd; 
dd 12F 
UR EE 


valoare identică cu aceea obținută mai sus. 
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Notă. Evident, că în loc de a efectua diferenţiarea în 


m 
ecuația (8), putem ajunge la rezultat şi prin integrațiunea di- 
rectă a acestei ecuații. Ea se poate serie, în adevăr, 
a( ÑY = 2Ad0 unând, A = JE 
(ar) = 2Ad, P smo 
şi integrațiunea ne dă 
(Y) = DAB Ma 
Deducem succesiv > 
oor 2A dd ooo 
TTE E —= = A 2 A0 II = 
ELOR et eee A E 
2 A90 +k" = A? P + 2Akt + k 
de unde i : i 
LL 2 PA 
i) = =) At + kt+ JA 
sau t 
o= 7 AHER, 
e punând g= = pie 


Deci aceiaşi expresie ca la No. 20, ` 


SE PROBLEMA lill. 
Să se studieze mişcarea într'un plan vertical a unei bare 
omogena. și grele, extremitățile A și B ale barei fiind respectiv obli- 

gate de a descrie “verticala Oy și ori-.. . iu a 
zontala Oz. o ? 
M find un punct oarecare: al baz. 
E rei, vom pune AM =r şi vom însemna 
4 prin ? lungimea barei. Elementul de 
massă va fi reprezentat prin dr, ca 
p și în problema precedentă, greutatea 
barei fiind egală în consecință cu lg. 


Coe e re S iI 


Avem 
: 4 
z = rsin , y = (l — r) cos 0 Fig, 160 
A dd 
d. = roost . C W. = (l—r)sinð -ar 


v = (4 y+ (i dy Yt (pă sint — 22rsin 0) (ap) 
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Punctul | fiind centrul instantaneu de rotaţie, putem scrie 
că v=]M.w. Ori v= M iar IM” în triunghiul IAM este 
„toemai egal cu r? ??sin?0— 27r sin?0. 

1°. Teorema cantităților de mișcare. Fie P și Q acţiunile 


normale ale dreptelor Oy şi Ow asupra barei în punctele A și 
B, adică forțele de legătură. Avem 


O dr În pp, iS may 


dt Gip 
Ori, 
de [i do d [e n do 
3 ma | mar cos. 0-2 = cos di [ra= cos 0 -77 > 


d l o Sl E O 2 . pdo 
În = [ae in 6 = sino | (r -1) dr z 5n OT 
7 3 0 


Derivând şi înlocuind în ecuaţiile (1), aceste ecuaţii ne dau 
u GA db N" 
(3) P=— z |eos 0 ap — sino (2) | 


12 [VI a db N2 
(4) Q z lg EON [sin $ az. + cos 6 (2) ] ! 


>» Teorema cantităților de mişcare ne permite deci de a cal- 


cula acţiunile P și Q, în cazul când printr'o altă teoremă am 
putut determina pe 6 în funcţie de t. 


20. Teorema momentelor cantităților de mişcare. Să apli- 
căm formula 


d CI) Et 
O op Inet- 0) or). 
Avem i 
Şn(z p — AR | an [ sine. (r—l)sinð a —(l-r)eos6. reos6 = 
l 
dý B di 

sæ ahr (r TA 1) dr = ET. ar 

și 


Joy = yX) = Pl cos 0 — Q? sin 0 + lg. Să sin 0. 


E 2 Bia AES E cu cei iesi iau iei iN RR RO ie i i ac 


— 370 


Deci, potrivit formulei (5), = 


3 ; h 5 
— d, = Pleos6 — Qlsin 0 +5 gsin d 


adică 


p în, = 6 (Qsin 0 — P cos 0) — 3 lg sin 6 ; 


Să înlocuim în această ecuație pe P şi Q prin expresiile 
"lor (3) şi (4). Obţinem după efectuarea tuturor calculelor, 


d28 3g. . 
(6) a = a sin 0. 


Această ecuaţie ne este cunoscută dela mişcarea pendulului 


circular. Unghiul 6 variază deci după aceiași lege. 
Dacă înmulţim ambii membri ai ecuației (6) cu 2 di şi 


integrăm, obţinem, presupunând _ viteza unghiulară iniţială nulă; 


2 
(7) (e — a (cos 6 — cos 00). 


Insfârşit, introducând valorile (6) şi (7) în expresiile (3) 
şi (4) ale acţiunilor P şi Q, găsim 


P = pd sin 0 (3 cos 0 — 2 cos 90) 
Q = w Je 2M cos 0 (3 cost — 2 cos bo). 


30. Teorema forţelor vii. Legăturile fiind independente de 
timp, putem aplica această teoremă. Pe de altă parte, cum for- 
tele direct aplicate (adică greutatea barei) admit o funcţie de - 
forțe, putem serie. imediat integrala, forţelor vii: 

T = U + const. sau T= TFU U 

Ori ; 


l 2 
1 în poa R dà 
D= L mv? = 2E f ar (r? +7 sin? 0 — 2 lr sin? a(i) 


! 
4 (dd af Sia | ca -] 
= -y (45) mai sinaia 0 N 2r) d 
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T = (a) 


Pe de altă parte, cum ordonata punctului G este egală cu 


adică 


l 


3 cos 0, functia de forțe U are ca expresie 
U = 79: Ru cos 0. 


Integrala Aa vii este prin urmare 
la 
(a i = -L (eos 6 = cos 0) 


2 s 
(ai) = 3 (cos 6 — cos 6) 
presupunând viteza unghiulară inițială nulă, adică Too. 
i Regăsim deci direct ecuaţia (7) de mai sus. 


4%. Ecuaţii Lagrange. int bhiis x şi y ale 
unui punct oarecare M fiind 
z=rsin, iniy = (13) cosi 0n 
9 va reprezenta pe q din ecuațiile lui Lagrange. 


Avem succesiv, observånd că pentru un element dr, forţa 
direct FORSES este greutatea Y = g dr, 


SI (rd sin 6 
i m e 
NA I V — Saar se sinteze | (p—băr= — Eg sin î 
i pi < CS ALE AT I da Ode: 
A a n o ED o T a. 
Deci, ecuația lui Lagrange este 
B è dð g 
TE amy sin 
adică 
dd 39. 


da > — sisiu 0 
care este ecuația (6), 


= 281 — 


5°, Ecuațli Hamilton. Punând A 
NA PDL yl 

ip d Sp D adică m =p 

| deducem 


3p. 


€ h è [2 3 
= și prin urmare T=- ("F 20. 4 


Pe de altă parte, cum S 


2 
CA cos Ba ) 
avem 
: | £ l % 
H=TA U= p 39 cos 6 
OH __3 ÒH __kg 
dp BL Dots san ia 


d 23 {Shd Pg 
= [3 Ta Po | sin.) i 


Dacă derivăm ecuaţia întâia în raport det şi” înlocuim 
sa e d A i in 
în ea pe F prin valoarea sa, obținem . . 


do 3y Bi 


adică 
de ~ sin. jii jx i TERI 


go. Ecuatia generală a Dinamicei.. Să aplicăm “înafâre it 
ecuația generală a Dinamicei: 


(8) Z| (xn pană aim aa) è |=o. 


Avem mai întâi 
X=0, Y=gdr 
apoi din egalitățile dt 


Na ÎI 9 ) NDS Ag pa ați, atolul 
f = r oos 0 4 , SY = (r — 1) sin:0 r 
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deducem 


d02) . d'y 
da — r(oos0 det — sin 0 aa Haa = T —1)(sin0 f “a + cost Ta: 


Pe de altă parte 
; ; òx = r cos ð 80, dy = (r — l) sin 060. 


Cu aceste valori, ecuația (8) se serie: 


20 sn a 02 
2 |- or. r (cose dt — sin è d ) r coso + 


[gar -areo (sin $ Di cos de ro nsin 6 Js=0 


şi rezultă 


l l 
d9 dh? s hig 
— cos (cost 99 — sin noia) |n dr+g sin feo dr — 


l 
sin ð (sin o dep costi ) [e dr=o, 
o 


Această ecuaţie, în care 


l Fi l l . 


o 
se reduce la ra 
dð - 3 g 
HA TZ sin 0 


Sf d? 
termenii în a reducându-se. 


Metoda multiplicatorilor conduce, dacă adunăm toate ecua- 
tiile în œx şi toate ecuaţiile în y, la cele două ecuaţii: 


ED isi : 


dy ^ 
2 m= igg 
care corespund teoremei cantităților de mişcare. 


PROBLEMA IV. 


Să se studieze mişcarea unei bare omogene și grele OA , care 
are punctul © fix. 


i: 


BEOTI 


Vom lua ca axe sistemul dreptunghiular Ozyz, axul Oz 
fiind vertical şi îndreptat în sensul greutăţii. 


Fig. 161 


Pie OP intersecţia planului vertical dus prin OA cu 
planul Ogy. 

M fiind un punct oarecare al barei, dacă însemnăm lun- 
gimea OM prin r, avem pe figură, 


v= peosý=rsinð cosh ` 
y = psin ġ= r sin 6 sin ọ 
z =r cosð. 


1°. Teorema momentelor cantităților de mişcare. Bara poate 
fi considerată ca liberă sub acțiunea greutății ei și a unei forțe 
N aplicată în O. 'Cum momentele ambelor forţe, sunt nule în 
raport de axul 0%; avem 


di -3 m (ay de )=o 


sară see. 


Aceasta este echivalent cu a zice că teorema ariilor are 
loc pentru planul Oy, adică 


şi prin urmare 


Zne 
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şi înlocuind pe p prin r sin 0, 


l 
sin” 0 dt frea S 20 a. = 
deci în definitiv . 
(1) sin20% = e 


care este o integrală a mișcării. 


Ne-ar mai trebui o ecuaţie diferențială în 6 și ţ. Pe 
aceasta ne-o poate da una oarecare dintre celelalte două ecuaţii 
care corespund teoremei momentelor cantităților de mişcare şi 
care nu conţin nici ele pe N. Este însă mai simplu de a aplica 
teorema forţelor vii care ne dă o à doua integrală a mişcării, 
căci forțele direct aplicate admit o funcție de forțe. 


20. Teorema fortelor vii. Avem, utilizând cordonatele cilin- 


dřice:“ 

nocie CE 
adică 

con y eect] 


yrei fpe EET 


Pe de altă párte, cum cota centrului de greutate G este 


egală cu a cos6, funcția de forţe este 


U=lg. $ 0036). 


Integrala forțelor vii este în consecință 


[C inta) eo 
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sau, mai simplu, 
a C E teme, 


Cele două integrale (1) și (2) rezolvă problema, în sensul 
că ele fiind analoage acelora pe care le-am întâlnit la studiul 
mişcărei pendulului sferic, mişcarea barei este și ea analoagă 
acestei mişcări. 

Ecuația (2) se mai poate serie ţinând socoteală de ecu- 
aţia (1): 

l 

(2) »ìs (Se) == ate +L cos e!. 

554 Ecuatii Lagrange. Vom lua drept parametri q Și de 
pe 0 şi V. Ori, din ‘z = rcos0, deducem 

22. — tm sin Esta 
ha ati pA oia 
Şi, cum X=o, N0 Z = gdr, rezultă 


l 2 
Q = 52-30 —gsinb [o ar= -H sin 6 


Pe de altă parte, după cum sa văzut mai sus, 


Pe (072 + sin? 0. 97?) 


deci 
AT 48 DT ea fa Ala: dy ~? 
a ti D: d = ae) o S sin 0 cos 0 ( dr ) 
A aid N òT — 
a — -g sin 6.9, & 9 9: 


Ca urmare, ecuaţiile lui Lagrange se scriu 


P de pain O cos 0 (E) =— ÎL sin 0 


Di (E sinto Gy) 70: 
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Ecuația a doua ne dă 
dy 


. sin? 9: di = 


care este integrala (1), 
„Dacă în ecuaţia întâia, simplificată cu 7°, înlocuim pe 


a prin i obținem 
o XO _ 2c*cose 39. 
(3) A Fin Eno gR 


Inmulțind ambii membri cu D ai şi integrånd, găsim 
de SIONE J ) 
(a ) = Za iii q sic 
care este integrala (2) pusă sub forma (2)Pi*. 


4%. Ecuaţii Hamilton, Plecând dela expresia forţei vii 


D= (0? + sin26 42) 


vom pune 
DT E pr 8 
S= yM deci 9'=*Pi 
dT ; ; a DL 
d 3 sin? 0. Y'= p, n Y= I3sin2 í sin? e 


şi prin urmare 


iz T= 3 (pe Ey, PT 
__Pe de altă parte 
AE U=- gcost 
aşa că : 
H=T-— U=dn(pi + fa Pa -È goos0. 
Deducem ` | 


Ha ga OH 3 cos 9 pb 
dp Pi 105 fisinie Pa + gr gsind 


LE bau òH 
dp sin Pi oy 


„0, 
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Ecuațiile Hamilton sunt în consecință 


de _ 3 dpi _Scos0 2 AEn, 
dă talie dt — Isinse X? —- > 9sinbd 
ca) dp — 
dt = prize Pa» E Le 
° . < ` . dy 3 c 
Ultima ecuație dà p, =ċ, deci de Pag at 


dy 
în26 =-— 
sin? 0 ii = const. 


care este integrala (1) de mai sus, 
Dacă dividem ecuația a doua prin ecuația întâia gi sepa- 


răm variabilele, obținem ; 
2c2cose lg 
2 pı dp; = Ssn og 3% sin6 d 
şi integrând, 
2 
Die nO 4 Pl eos 0+ e 


N 


valoare, care introdusă în ecuaţia întâia ridicată la patrat, ne dă 


(as ) = (= E Seose) (i) 


adică, băgând factorii numerici în constantele arbitrare, 


39 
G )= A g H E costo. 
Regăsim deci integrala (2) pusă sub forma (2) bis. 


5%. Principiul lui d'Alembert. Condiţiile generale de echili- 
bru ale unui solid care are un punt fix, fiind 
Z(yZ— zY) = 0, E(zX — xZ) = 0, -X (Y — yX) = 0 
ecuațiile mişcărei se obțin înlocuind respectiv în aceste trei 
egalități pe X, Y, Z prin i 


y 7 


2T d?z 
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Prin asemenea operaţie regăsim însă ,cele 3 ecuaţii din 
care rezultă teorema momentelor cantităților de mișcare, de care 
ne-am ocupăt la No. l.e ` | 


Să calculăm valoarea, fois N din punctul O. In virtutea 
principiului lui d'Alembert, există echilibru între forţele direct 
aplicate, forțele de legătură și forțele de inerție. Fiind vorba 
de un solid, aceste condiţii de echilibru se exprimă prin 6 ecu- 
aţii, dintre care cele 3 ale proeeţiilor sunt: 


2 NAE? 

Îmi N, In =N, InN: + lg 
iar cele 3 ale momentelor sont chiar ecuaţiile” din care rezultă 
tebrena momentelor ‘cantităților de mişcare. Acestea: nf conțin 
însă pe N aşa că nu ne interesează în chestiunea de față. 

In definitiv dar, aplicăm teorema cantităților de mişcare 
presupunând bara liberă. 
Scriind ecuațiile precedente sub forma fra 


de dy d dz 
i- m Emi N Am N ma Ne ig 


) UE Bit dij. sedg ă NPE E 
vom aloi pe m prin dr şi pe y? at? de bn valorile lor 
în funcție de 6 şi b, apoi vom efectua integraţiunile şi vom 
deriva rezultatele aflate. 

Să calculăm spre exemplu pe Nz. Avem 
] i > l e 
dz 3 dă | Se s 
Fm = ino | rdr. > sin 6 ap 


{ 


şi prin urmare, derivând, 


E (in 6 Sa cos, di) - Na + lg. 


í j dN (Sue dia) a rd z 
Inlocuind pe (œp) si pe ge Prin expresiile lor (2) bis 


şi (3), se obține după efectuarea operaţiilor, 


Na = — A (Boost 6) — g doos. 
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PROBLEMA V. 


Să se studieze mişcarea unui punct de massă m, obligat de 
a aluneca fără frecare pe o curbă care variază în fiece moment 
de poziție și: chiar. de formă... 9 in acei 
Fie | 
f (8, oz =o 
fal, pasi =0 
ecuaţiile curbei variabile şi X, Y, Z componentele forței direct 
aplicată mobilului. Vom scrie sistemul de ecuaţii: 


(36 m 25) dz + (> —m y öy + Q =m ii) paie dpi 


antet at e o = 


şi eliminând pe òv’, i si “vom pa o ' ecuaţie diferenţială 
de ordinul al doilea în z, y, z, t care împreună cu cele două 
ecuaţii ale curbei va determina pe x, y, z în funcție de t. 

Dacă voim a calcula și forţa de legătură, v va fi avantajos 
de a aplica metodă multi plieatorilot. 


Teorema Forțelor vii nu se poate' aplica," "căci „legăturile 
depind de timpul t. Se pot însă aplica ecuațiile lui Lagrange. 


Exemplu. Sä se determine: mișcarea -unui punct obligat de a 
rămâne pe o dreaptă, care se (nu drege într'un plan în jurul unuia 
din punctele sale, tangenta unghiului de ! rotaţie variind propan- 


Ñ 


țional cu timpul. AY vi aite da = 
i i Se dă deci. tg? 0 = kt. Intr'un mo- 
sanuijos 40109 ment oarecare , guația ‘dreptei e este o prin, 


Pui 
gl i n939 


y 


tirg bursei 


(1 x on sită a 
9 a ii ia „Cum nu există forță direct apli- 
fista. "cată, avem X = o, Y=o. Aplicația 


metodei de mai” sus ne an “t tolisecinţă Wistăial de două ecuaţii 


24468 — 19, 
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TA a e T g a Mayo 


` ; 3y = = kt da i 
şi olitiinaréa lui da şi ðy ne procură ecuația diferențială 
dx dy _ 
(2) aa haan 0» 


Insă din ecuaţia (1) deducem 


Aj: o, deL dez 
di Doe E 


aşa că ecuaţia (2) se poate serie. dirt, 


(1 + ee)? aa + 2 S 


= 
Această ecuație trebue N Punând —— = p, avem 
succesiv i 
A CZ N aa e) de Ei Sate 
J sis ; ) RRIT De A ‘Spat De fi PEES iR lH 
-3 9D SIDA 1 Spreek TRPA > 37 O'TS GA 
&ojsidara i Rosi "ah! s ve 


[sta pese arsi, a Lat oil 


| olp jagd patli Estan t sè ka ic Solia diwan 
AS 22, 3 242 
MAENT inl Alins dsbilaa- X f ou H a REE 9D à 
D eh înpildo, Sonua w e oč 50 .ularmexă 
Munu Vunut a sala nual steeinhuri s2 anno , Atansnk | 
10999 Ca maren „ecuația, (dă Dospan „9in2 elato 
(3) y= si ie kt + dkt. ABa? u 


Si e calculäm fonta de: “legătură, paos aaura din M a 
EE asupra punctului. 


RAE CARA prin X, şi Yi proecțiile ei pe Nile două axe 
avem j 
-ilgi & 399ib pipi: T= X,t © m= Aa 4 

TA sil A „92==> a K MVB e NIBI 


gei, mişcarea, pe greont auh, aingura acţiune, a „acestei ; forţei 


> Mass 
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Este însă preferabil dea aplica metoda multiplicatorilor !) care, 


având în vedere că ecuaţia de legătură este y — m =0, 
ne dă 


mez 


valoarea forței fiind 
VX: Y cyl Tyke. 
Va fi deci suficient. să caleulăm pe-A. 
Ori, din. egalitatea (3): deducem 
dy _ 2 ck 
ei de (4 FREE 
“In consecință . a 
K 2 cmk a,  Domhat 
VA = ET! X= Akt = PETS) 
şi însfârșit ; 


v2 y2 3 ea N VEE 
vxi mi EAN = Rit (LIRA 


PROBLEMA VI. 


Să se studieze mișcarea unui punct obligat de a se mișca 
fără frecare pe o suprafață variabilă. 


Fie SEA EA e 
îi E ee ia udate ei 
ecuația: 'suprafeţii. 4 E a 
Metoda multipliéatorilor procură cele 3 ecuații, a 
nS 
dai Ità pa sulai iii } 
dz Of 
m ap Z HAST 


care împreună cu ecuaţia, suprafeții determină pe L, Vaza À 
în funcție de t. 


—————— 


SĂ st pin a su 
1) Am fi putut utiliza din capul loculii numat această metodă. 
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CERE òf òf òf ni oedi 
Cantitățile À E, À Si A EA sunt componentele acţiunii 


suprafeţei asupra punctului și intensitatea, acestei acţiuni are 


ca valoare 
5 a; 
AV (5) + (95) +2 


Ca şi în cazul problemei V nu se poate aplica teorema 
forțelor vii. 


Exemplu. Să se determine mişcarea unui „punct greu, obligat 
de a rămâne într'un plan care se învârtește cu o mişcare uniformă 
în jurul unui ax orizontal. 

Să luăm axul orizoptal de rotaţie drept ax Oz, axul Oz 
fiind vertical şi îndreptat în sensul greutăţii. | 


Fig. 163 


Insemnând prin e viteza unghiulară de rotaţie a planului 
mobil şi presupunând că în momentul iniţial acest plan coincide 
cu planul Oy, unghiul coprins între planul Oxy şi „planul 
mobil, într'un moment oarecare t, va fi œt, așa încât ecuaţia 
planului va fi 


(1) z=yŅy.tgot. 


Metoda multiplicatorilor ne dă 
de 
mgp O 
dy i, | 
2) iea 20 eroare ae damag 


dez 
m = mg tÀ: 
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Din cea dintâi dintre aceste ecuaţii deducem 
v= +c. 
Eliminând pe à între celelalte două, se obține 
dy , dz i 
(3) + SE : pi (8 vl=g.tgot. 


Ecuațiile (1) şi (3) determină pe y şi z în funcție de t. 
Pentru efâctuarea calculului éste mai simplu de a lua ca necu- 


noscută distanţa r a punctului la axul Oz; avem de altfel 
y = r cos ùt 
(4) E 


z= r sin ot 


de unde deducem 


l: 2y 
due m cosot—2 wo -r -sin wt — rw? cos ot 
27 
(5) da — -%5 si inot + 20 -r j cos ot — ro? sin ot. 


Substituind în ecuația (3), aceasta devine 


2 Ş i „8 
(6) T — ro? = g sin ot 


şi integrând, obținem!) 


(7) pi n sin or Act Boo 


Nu rămâne decât să substituim această valoare în expre- 


siile (4) ale cordonatelor y ŞI z. 


Să, caleulăm. acțiunea planului asupra “mobilului. Intensi- 


tatea acestei acţiuni are ca văloare, potrivit ecuaţiilor (2) 


> A 
A y 1+ tg ot sau Eost 


| da 
1) Integrala generală a ecuaţiilor de forma Tä — Pat Q= o este 


g= SE + A o”! + B t „al și all fiind rădăcinile ecuaţiei a — P =0. 


Ori ecuaţia a treia din sistemul (2).ne. dă. 


y d2z 
AS m( C) 
şi, cum potrivit ecuației (5) avem 
d dr : dr 
(i = (Sp — ro? ) sin ot + 20 g cs ot 
obţinem, în cele dini urmă, ţinând, socoteală, de ecuaţia (6) şi 


înlocuind pe ci prin valoarea ce “rezultă din: ecuaţia (7), 


AS Se 2 wt — wt ] 
cor =2m o (ae — Be —geosot | . 
Dacă punctul ar fi numai aşezat pe plan, el va părăsi 


A A À (as = 
planul în momentul când zosar devine egal cu zero, Acest mo- 


ment este definit prin ecuaţia 
g cos ot = o? (aert = Bem cn) : 


Ecuații Lagrange. Ecuația (6) care determină parametrul +: 
poate să se obţină şi prin ecuaţia lui Lagrange: 


E 2y 220 
i xy LA 
Ori, avem 
CR iri oz : 
: X=0, Yo; Z=mg, Da moi 


iar pe de altă. parte, cum formulele 4 ne dau 
y! = - teos wt=ro sin wt 


z' = risin wt + rw cos wt 
rezultă : i 


T=- m (e? +r? ro?) 


gi prin urmare 


A 


smm PAA il 


òT , 
Sp imn: òr 
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Ecuația lui Lagrange este în consecință 
aE ENA VAR A Aula 
m da mr ds sIn wt 


adică, simplificând cu m, identică cu ecuaţia (6). 


PROBLEMA VII. 


Să se determine pozițiile. de, echilibru ale unei bare grele şi 
omogene AB, ale cărei extremităţi A și B sunt respectiv obli- 
gate de a 'descrie verticala Oy și ori- 
zontala Ox, fiecare element al barei : 
fiind supus unei repulsiuni din partea 
axului Oy, proporțională cu massa 
elementului și cu distanța acestuia la 


Oy. 


Hi 
mot bo ee 


Se va considera cazul particular 
când coeficientul numeric de propor- 


ționalitate este k= A lun- 


gimea barei. 


£ 


Suntem în cazul unui sistem ; 
supuse 1a legături ioa pE E Fig. 164. . 


ji iii a sa du id par 
jony £ i 08 i 


a TT 20 VÍJIQQGEST 
xi 1 q 8 q 


U Plec 0. 

Pe, de altă parte, însemnând repulsiunea elementară prin 
f, avem : și an lamir iuluileveri tamsios „aie i aitanilea 
f=kdr.x deci pa U= 4 A kdr syre kdr. r? sin? 0 


4 $ 


şi prin urmare a Aa od "Ati udă ORS EE EE NS 


1 
Saai kin? [n AES sintd. 


Așa dar funcţia de forţe a “fortelor "direct ! aplicate estè 


02 Ur Ul (8 g 0050 OI sin26) 
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Poziţiile de echilibru corespund maximului și minimului 
funcției U. Anularea primei derivate ne dă 


(1) sin 0 (2 kl cos 0—3 g) =o 
deci două soluţii 
39 


sin 0 =, cos O= sis 
“e 


3g Ei A w 
"Valoarea 3! nu poate reprezenta un cosinus decât dacă 


- 


este mai mică decât unitatea, Ni se dă. însă tocmai pentru 


aceasta k=2 2 şi atunci ` 
[3 


Funcţia U devine, în aceiaşi ipoteză, 
U=- T g(8.c08,0-+2 sin20),. 
şi avem : i ) 


T- I g(h 00520 — 3'cos 0) 


N 


expresiune care pentru 0 = o este pozitivă iar pentru cos 6 = 
negativă. | Se ii ai = 
Prima valoare corespunde . deci unei poziţii. de . echilibru 
ne-stabil, iar a doua unei poziţii de echilibru stabil. 
dr 'Observaţie. “Forţele elementare, direct aplicate, „ având 
respectiv ca proecții A 
o,  krdr pe Ov 
ariq S18tasmsia gdr DHA I » Oy 
aplicaţia directă a teoremei travaliului virtual ne dă 
9 Eni óa g | =e 
g c D(krdr. x+ gdr. õy)=0. 
Inlocuind în această ecuație pe « şi y prin 
U okod nsind, | Y =A r) cosa 


98 9bţipen dopi, eliminarea lui „3 9, s 


E 


? l 
k gin ficos 0 fr dr +g sin 0 IG —l)dr=0 
9 o 


= 397 = 


adică 
sin 6 (2 klcos0—39)=o 
care este tocmai ecuaţia (1) de mai sus. 
Insfârşit, se poate uşor stabili că rezultanta F a forțelor 


J are ca valoare pes sin 0 şi, că punctul ei de aplicație este 
în C aşa fel că AC = e AB: Pe de altă parte, proecţia for- 


ţelor F, G şi a celor două reacții din A şi B, pe axele Oz și 

Oy, arată că forța F şi reacţia din A formează un cuplu și 

deasemenea forţa G şi reacţia din B. Cum aceste două cupluri 
ai trebue să-şi facă echilibru, avem, pe figură, 


pe EI Sp 
Insă, după cum am spus mai sus: F= ha sin 6, iar AH= 
-$ l cos6 şi BI=-4- sin d, deci 
A 
k aim. Leo =. sinb. ae 
O primă soluţie este sin 6 =o. Simplificând cu -+7 sinð, 


rămâne 


de unde, a doua soluție: cos = 2, dacă se ia k = 2 L - Re- 


găsim deci aceleaşi rezultate, fără a putea preciza însă prin 
această metodă şi felul de echilibru (stabil sau nestabil) la care 
corespund cele două valori “ale lui 6. 


t 
) 


NOTĂ FINALĂ. 


Ca, un fel de rezumat asupra aplicaţiunii, teoremelor gene- 
$ rale, a principiului lui d'Alembert, a teoremei travaliului vir- 
tual şi a teoremei forţelor vii, precizăm următoarele: 

1°) Ecuațiile de echilibru ale unui solid sunt: 
spice ae e): OA 
Z(yZ—2Y)=0, 5 (2X —vZ)=0, E (aY —yX)=o0. 
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Ecuațiile mişeării se obţin înlocuind pe X, Y, Z pentru fiecare 
în parte din punctele solidului, prin 
X— mi , Y—m a ) Z—m a . 

Prin asemenea înlocuire, !) regăsim cele: 6 ecuaţii de la 
teorema cantităților de mişcare şi teorema momentelor cantită- 
tilor de mişcare. 

Ele sunt suficiente pentru determinarea, mișcării solidului. 

2°) Ecuațiile de echilibru ale unui sistem de n puncte ma- 
teriale coprind câte trei ecuaţii 

i Copa X=0i YS, Z=0 
pentru fiecare din punctele sistemului, deci în total 3n ecuații. 


Când sistemul este în echilibru, îl putem considera ca 
fiind solidificat aşa că avem, ca şi pentru solide, 


ye 


DXO, DY: Eio 1 YZ=o0; 
5 (yZ—zY)=0 > A (zX—gvZ)=0;.  X(xY —yX)=0. 


Aceste 6 ecuații reprezintă numai condiții, necesare de 
echilibru, aşa că numai ele ' singure nu rezolvă chestiunea, echi- 
librului. 

Ecuațiile mişcărei se obţin ile itiel în cele 3n ecuaţii 
de forma (a) pe X, Y, Z prin 


(6) 


da i dyos title énolazz 
Aa hear i ye ETRS Z— mge" 

SE) obţine astfel! un. sistem: déssn edidi: Dacă facem. ace- 
iaşi înlocuire şi în ecuaţiile (6) obţinem un sistem de 6 ecuaţii 
care au cu adevărat loc, î însă nu SEO: determina ele singure 
mişcarea sistemului. 


30) In cazi când există legături, “aplicaţia teoremei trava- 
Jiului virtual ne dă ecuaţiile de echilibru, sau în combinaţie cu 
principiul lui- d'Alembert, “pe acelea ale “mişcărei, fără a ţine 


i 


iR 


1) Când se face înlocuirea, se-va considera că în fiecare punot lucrează 
o forță, indiferent că această forță de cam pangnte X, Y, Z este sau nu este 
nulă, f ţ 


seama de forțele de legătură. Evident însă, că aceste ecuaţii 
rezultă şi din ecuaţiile dela No. 1° pentru solide și No. 2° pen- 
tru sistemele materiale, când se elimină forțele de legătură, 
Procedeul are însă avantajul de a se aplica ori care ar fi forma 
ecuaţiilor de legătură, iar nu numai în cazul când legăturile au 
o semnificaţie geometrică simplă care să permită de a le ex- 
prima și a le introduce în ecuaţiile dela No. 10 saù 29 


4°) Teorema forțelor vii este tot o consecință a ecuaţiilor 
mişcării. Ea se poate aplica, fără a se ține seama de forțele 
de legătură, numai atunci când. legăturile sunt independente de 
timp. În asemenea caz, dacă forţele direct aplicate admit o 
funcţie de forțe, teorema procură o ecuație diferenţială a miş- 
cărei de ordinul întâi. rata tei ji 

Când sistemul. este cu legături complecte, “această ecuație 
diferențială rezolvă ea singură chestiunea. mişcărei, . dacă. poate 
e bmia adu Mle a grai 


ü 


V. ALTE APLICAȚIUNI ALE ECUAȚIILOR 
LUI LAGRANGE. 


I: STABILIREA ECUAȚIILOR MIŞCĂRII UNUI SISTEM MATERIAL 
ÎN CAZUL LEGĂTURILOR ZISE NE-HOLONOAME. 


l. In cele ce precedă, am presupus că ecuaţiile de legătură 
sunt de forma zisă finită. 


(ID) fo (Dal sp R n EY dea lşi:t)izei 0 

Se poate însă întîmpla ca în unele probleme de Dinamică 
o parte din ecuaţiile de legătură să coprindă nu numai cordo- 
natele punctelor şi timpul, dar şi primele derivate ale cordo- 
natelor, adică să fie de forma 

(2) p (au JR io cul Ci, cai Sa SR t)=0. 

Legăturile de forma (1) sunt zise kolonoame iar cele de 
forma (2) ne-holonoame. 

Dacă, după metoda lui Lagrange, se exprimă œ, y, z în 
funcție de r parametri q, ecuația (2) se scrie 


4) (q, 2s o... dr; qi!, Fah e.. qr; i) 0] 

Chestiunile care comportă legături ne-holonoame se pot 
rezolva, pentru mai toate cazurile ce se întâlnesc în practică, 
prin utilizarea ecuaţiilor. lui, Lagrange în combinație cu metoda 
multi plicatorilor. : 

lată în ce constă acest procedeu: 

Dintre diversele ecuaţii de legătură ale problemei, se dau 
de o camdată la o parte ecuaţiile care corespund legăturilor 
ne-holonoame şi se formează ecuaţiile lui Lagrange numai pe 
baza legăturilor holonoame, aşa ca şi cum n'ar exista decât 
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acestea din urmă, Cele r ecuaţii obținute pot fi concentrate, 
după cum ştim în ecuația unică 


6) (Drop ata o. 


Odată această ecuaţie stabilită, se iau în consideraţie le- 
găturile ne-holonoame. Pentru cazurile ce se întâlnesc în prac- 
tică, aceste legături se exprimă mai totdeauna prin ecuații dife- 
renţiale lineare în raport de gi, 92... Qr și ne-integrabile: 

Lă 
z! A, girt Az goH ee + Ar gr tH Artio 


(4) B, qi + Bz Dot est Bg + Brego 


PRI TE  eibie-Tiohiie;  €ăue . . . . 3 ad . . . 


P; Şi +P, GAT .. + Pr gr + Pi o 
coeficienti AID AA es Pi, Pope. Prpa fiind 


funcţii date de qi; q2, .:, qr şi î. Putem serie înmulțind cu dt 
A, dq, +A, dq, PP A, dgr + Artu dt =o 

(5) B, dq, + Be dqa. +a. + Brdgr + Brei di = o 

5 


. œ . ù o . . ». OST) 


2 dq, + PA dqa ap Boo E P, dqr + Pr udt= o. 


Pentru o deplasare virtuală compatibilă cu legăturile (5), 

în momentul t, vom avea, făcând di = o, află 

Av qi t As dq + + Ar gr = 

iasă i (is A pi Et A ai fa EN 
Pi òq + P3 dq + a o + P; òqr = 9 py 

„Fie „p. numărul acestor ecuaţii. Ecuația (3) va trebui „să! 

aibe loc pentru toate deplasările qr, âq2» na dq. care verifică 

relaţiile (6). Potrivit metodei multiplicatorilor, să înmulțim 

atunci cu coeficienții nedeterminaţi À; a: Aa sa ua Ap aceste. relații, 
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să le adunăm cu primul membru al ecuaţiei (3), apoi, să anulăm 
pe fiecare în parte dintre coeficienţii variațiilor 84, ğa, ..., 
d9r. Vom obţine sistemul de gi 


òT DON 
t | | 
i TR m Astha By tL iE hy P, 
(7) 
òT: 
t dqr m EN Ar + à B, + A Er. 


Aceste, ecuaţii unite cu cele p ecuații (4) formează un sis- 
tem de r} p ecuații între cele r -+ p necunoscute gis da -:-9;; 
Ais As soy Ap. Ele sunt ecuaţiile mişcării. 

“Este esenţial de remarcat, că metoda Sa poa. presupune că 
travaliul virtual al tuturor forţelor de legătură este; nul penin 
deplasări compatibile cu legăturile. Se va examina deci în fie- 
care caz dacă forțele care ‘corespund legăturilor ne-holonoame 
satisfac acestei condiții. 


2. Exemplu 1). Fie două sfere egale, unite printr'o vergea de 
massă neglijabilă. Presupunem că fiecare sferă este formată din- 
tro substanță foarte ușoară și că 0 greutate de, mici dimensiuni 
este aşezată în centru, aşa încât toată greutatea sferei să poată 

„fi privită ca concentrată în acest punct. Se. așează. sistemul pe un 
plan orizontal și i se dă o impulsiune inițială. Să se găsească 
legea mișcărei, presupunând că una dintre sfere este așa de nete- 
dă că nu poate , decât să alunece pe plan, .pe, când cealaltă care 
nu este netedă se rostogolește fără alunecare. 


Fie A centrul sferei care se rostogolește, B centrul ace- 
leia care alunecă, a lungimea AB a pergalei m massa concen- 
trată în A şi E massa concentrată în B: ; 


pia af 
luingi 


ua roir 
TETEN yi i 


italy Et alea Aaa d 1915, vol. LI, pag. 105. 
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Cum mișcarea sferei de centru A este o rostogolire fără 
alunecare, viteza punctului ei de contact C cu planul orizontal 
este nulă. Mişcarea elementară a întregului sistem este deci o 
rotaţiune în jurul unui -ax care 
trece prin C. Ori, viteza punctu- 
lui B este orizontală; rezultă că 
axul de rotație este coprins în 
planul vertical dus prin CB şi 
prin urmare că proecţia lui pe 
planul” orizontal în care se mişcă 
punctele A și B este dreapta AB. 
Viteză punctului B este deci perpendiculară pe AB. 

Fie în raport de două axe dreptunghiulare fixe, luate în 
planul orizontal care conţine pe AB, 

Eai PEPE I, i cordonatele lui A, 

z + acosð, , y + asind TARA z Bi 
6 fiind unghiul dreptei AB cu axul absciselor. Avem astfel trei 
parametri %, y:Oxcare vor. juca rolul variabilelor igr y gs; qs- 

Componentele vitezei „punctului. B fiind 


Fig. 165 


(2 '—asinb. 9, y' ERO- o! 


condiția de ae ca aL eat a acestei viteze pe direcţia AB 
se exprimă prin ecuaţia 


i; 


(æ! —, asin'® 9") coslo (y H'a cos:0). o) sin ð = o 
care se; reduce lai: 


43 


x! cos 0} sin o 20. 


Această ecuație, Care exprimă că şi viteza punctului A 
este perpenăiculără, pe AB, reprezintă legătura ne-holonoamă. 
Forţa viesa, sistemului este,» TO at 


ha TEJ t [meta í cir ai 0 Meila 908 d) L] 


as io biyo 9329 z ) ast o aiii sari 


A f oA? 
di S 


gii ida ideat anyo i perot y l Gös 0) spiron]: 
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Deducem 
sai > (m+p)e'— pat sint, Dio 
A (mea Jo 9 9 òT 
ayi 4) y —uat cos, ray =S. 
òT s 
zoi > — ba(a'sind — y/cos6) + pa?0', în = = pab (x'cosð + v/sin6), 


Pe de altă parte, cum travaliurile virtuale ale forțelor 
direct aplicate adică ale greutăților, sunt evident nule, termenii 


Qis Qo Qs sunt egali cu zero '). : 
Aplicația ecuațiilor lui Lagrange, î în combinație cu metoda 


multiplicatorilor, ne dă prin urmare sistemul de trei ecuații 
(1) (mru)! —ua(0'sin 0 -+ 02 cos 0) = cos 8: 
(2) (m+u)y” F pa(0"cos0— 0? sin 0)= À sin 0 
(3) a'sin 6 — yjrcos 6 —a "=o 
la care se adaogă ecuația legăturei ne-holonoame 
(4) at cos + y' sino =o" | 


deci în total patru ecuaţii pentru determinarea celor 4 necuno- 
seute æ y, O şi A- ioibneqţ sb alții 
Eliminarea lui A între ecuaţiile (1) şi (2) dă 


(m+ y) (2 sin 0 — y" cos0)—u.a6”=o. 


Din această ecuaţie şi ecuaţia (3) rezultă 6”=o, deci 
0 = w, însemnând prin w o constantă, şi, 


a! sin 0 — „cos 60=0 Sa 
„Pinând socoteală de ecuaţia (4) | putem devi serie otoy Sis 
` x" sin 6 — y" cos 0 + (x' cos 8 + y’ sin 0) 0 =o 


1) Aplicația teoremei travaliului virtual presupune, după Cum s'a mat 
spus, ca travaliul forțelor de legătură să fie nul ìn deplasările compatibile 
cu legăturile, Ori, travaltul reacțiunilor normale din C şi D este evident nul; 
travaliul frecărei din C este nul pentru motivul că viteza lui © este nulă, 
jar travaliul tensiunilor din A și B este şi el nul din cauza invarlabilității 
lungime AB. 


rang 
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adică . 

d (2 sin 6 —/ cos6)=o 

și în consecinţă 
aer) æ' sin 6 — y'cos6=—w 

v fiind 0 constantă. 


Ca urmare, ecuaţiile (4) şi (5) rezolvate în raport de 2 
şi y” ne dau 


(6) a = —vsin 6, y = v cos 9 


şi, cum 0 =. wt, obţinem prin integrațiune 


(2) Ve. 
z=- COS tC » y= Sinat + ce 


de unde 
2 
(ec ryo ep 


. v v . v 
Aşa dar punctul A descrie un cere de rază —- cu o viteză 


constantă și egală cu v potrivit ecuaţiilor (6); dreapta AB 
fiind necontenit perpendiculară pe direcţia acestei viteze trece 
prin centrul cercului şi prin urmare traectoria lui B este un 
cere concentrice cu cel dintâi. 


Observațiune. S'ar părea la prima vedere, că în loc de a 
proceda aşa cum s'a arătat mai sus, sar putea trage spre exem- 
plu valoarea lui a din ecuaţia legăturei ne-holonoame, care in- 
trodusă în expresia forţei vii- T ar face ca T să nu mai depindă 
decât de parametrii y şi 0; ecuaţiile mișcării sar obţine atunci 
scriind cele două ecuaţii ale lui Lagrange referitoare acestor 
doi parametri. 

Procedeul acesta conduce însă la concluzii falşe, pentru 
motivul că ecuaţiile lui Lagrange rezultă din transformarea 
termenului 


dz d 
Îmi + 4 ay + ad) 
al ecuaţiei generale a, Dinamicei, în expresia i 


3 (Di 25 3) 


24405, —20 


ie: me o a mama e a aaa i ai par 

meranen aiian pere m mei 

socant a a Painea mara m ppm 

rara B oa 
pe an AE De ee pi 
Apei gi ti ut 

AI ONSA A25 2 

€ 
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iar nu din considerația directă a expresiei forței vii coprinzând 
un număr mai redus de parametri, grație relațiilor ne-holonoa- 
me existente. Transformarea în chestiune pretinde, după cum 
ştim, ca cordonatele punctelor să poată fi exprimate în funcție 
de parametrii independenți gı, g2, :..» gri ea nu poate avea 
loc când între acești parametri există vre o relaţie ne-integra- 


bilă şi deci nesusceptibilă de a micșora numărul parametrilor. 


3. Notă, Ilustrul profesor Appell a dat o metodă '), care 
permite de a stabili ecuaţiile mișcării ori care ar fi sistemele 
de legături holonoame sau ne-holonoame. 

Metoda constă în formarea expresiei 


1 > > 
S= DE 5 m (x? + y"? + 212) 


în care x, y', 2! se exprimă în funcţie de parametrii proble- 
mei gis, Q2» ::-» I7 gri: iea Arp şi derivatele acestor para- 
metri de ial întâi şi Ail doilea. Se profită apoi de cele p 
ecuații de legături ne-holonoame pentru a reduce la r numărul 
de parametri care să figureze în S(?). Odată această transfor- 
mare făcută, se formează derivatele parţiale 


òS òS òS. 
gh” 997, ? o... ......9 qlr 
şi se scriu ecuațiile a 


SI òS ls 

(a)i ar u Sr =Q;, acei er? òq!'r =Q; 
termenii Qis Q2, -.- Qr fiind aceiaşi. ca în ecuaţiile, lui La- 
grange. 

Cele r ecuaţii (a) împreună cu cele p Eat ale legă- 
turilor ne-holonoame vor da valorile celor r+ P parametri 


qis J2s -+s Qro rtis tts Qrp în funcție de t şi deci soluția 
problemei, 


1) P, Appell, Traitó de Mécanique rationnelle, vol. II, 1924, pag. 382. 
(4) Se rezolvă adică celo p cpu în raport de 9 rage t> 


q', + p se formează apot qp p draga snt» le p îi se introduc ambele 
aceste sisteme de valori În expresia lut S. ` 
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Vedem astfel că reducerea numărului de parametri la mi- 
nimum posibil, care nu se poate aplica forței vii T pentru a 
scrie direct ecuațiile lui Lagrange în cazul legăturilor ne-holo- 
noame, se poate aplica funcției S. 

Să aplicăm metoda profesorului Appell la paul 
precedent, 

Derivatele de ordinul al doilea ale cordonatelor celor două 


puncte A şi B sunt, respectiv, 
all A y" 
Œ! — a cos. 0? —a sin0. 0" , y!—a sin 0. 0? +a cosh. 0". 
Expresia funcției S este, în consecință, 
(8) 2S=m (x! ? + y"?) l-u f(e" — acos 0. 0'?—a sin 0. 0”)? + 
(y! —a sin 0. 0'? + a cos 0. 0")?]. 


Ori, din ecuația legăturei neholonoame 
x cos 0 + y' sin 0 = o 
deducem a = —y tg şi prin urmare 
= pg — de: 
Substituind această valoare în egalitatea (6), S rămâne 
funcţie numai de parametrii y şi 0 şi avem atunci 


òS mtp mu (m-Hb)sin so, 4e or 
d! Cos? b T dia Cos ð. 6 
òS ~ yl! sinô tor "] 
25 pa Ha i 


Ecuațiile mişcărei vor fi prin urmare, ținând socoteală că 
Qi, Q, şi Qs sunt nuli, 
(1) (m+ œ) cos. y" + (mtu) sin. y' 6 ay Aosta 0 


(2) cos6. + sin. y'0' +a cos*0.0!/ = o 

(3) x' cos6 + y' sinf =o.. 

Ori, înmulțind ecuaţia (2) cu œ şi scăzând-o apoi din () 
obţinem 

(4) cos 0.9" + sin d. pd =0. 


Ecuația. (2) ne dă în consecinţă 


0 =o deci 0! = ù şi 0 = wt 
d fiind o constantă. 
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Ținând seama de aceste rezultate, ecuaţia (4) se serie 
y" cos wt + o sin0=o 
de unde deducem 
y" 
y' 


. = — w tg wt 
şi, prin integraţiune, 

Log y' = Log cos wt + Log v adică y'= v cos wt 
însemnând prin v o constantă. 

O nouă integrațiune ne dă apoi 


(5) y = — sin ot + e. 
Ca urmare, din sua ia (3) rezultă z 
“a! = v sin ot 
de unde 
v 
(6) pm CO ot a. 


Eliminarea lui t între ecuațiile (5) şi (6) ne dă însfârșit 
; v2 
N O iza 


Regăsim astfel rezultatele obţinute “mai sus prin „utilizarea 
ecuaţiilor lui Lagrange în combinaţie cu metoda multiplicatorilor. 


“II. APLICAŢIUNEA ECUAȚIILOR LUI LAGRANGE 
LA STUDIUL MIŞCĂRLOR RELATIVE. 


1. Fie Oxyz; un sistem de axe fixe, O'XYZ un sistem de 
axe mobile şi S un sistem de puncte materiale în mişcare. 

„Ştim, că mişcarea sistemului material S faţă de sistemul 
mobil O'X Y Z poate fi tratată. ca o mişeare absolută, dacă 
pentru fiecare punct al sistemului alăturăm forţelor realmente 
aplicate punctului, forța sk „inerție de antrenare și forţa centri- 
fugă compusă. Pen 

Aceasta fiind reamintit, să însemnăm prin 9, ga,» ~- A 
parametrii de care depinde mişcarea sistemului S față de siste- 
mul de axe mobile O'XY Z. Cum mişcarea sistemului de axe 
O'X YZ în raport de Ox yg este presupusă ca fiind cunoscută, 
putem exprima proecțiile tuturor forțelor pe axele mobile în 
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funcţie de parametrii q,,g:;..-.; gr, de derivatele acestor pa- 
rametri 0'i, g'a»... Q+ Şi» eventual, de timpul ż. Forţa vie.va 
fi deasemenea o funcție de aceleași variabile. 

Astfel fiind, nimic nu împiedecă de a forma ecuaţiile lui 
Lagrange şi a studia mişcarea relativă pe baza acestor ecuaţii, 


2. Exemplu, Fie Oy o dreaptă verticală fixă și P un plan 
care trece prin Oy și se învârtește în jurul acestei drepte cu o 
viteză unghiulară constantă œ. Să se o 
determine mişcarea în planul P a 
unei bare grele A B. i 

Poziţia barei în planul P 
poate fi definită prin cordonatele 


+ EUL: aaa 


D 


a, b ale centrului de greutate Œ ` f----------}--> 

şi prin unghiul 0 al dreptei AB 

cu OX. Elementele a, b, 6 vor “Yl Mg sp 
juca rolul parametrilor gı ; g2, s Fig. 166. 


din ecuaţiile lui Lagrange. 
| Pentru un punct de massă m al barei avem, în planul P, 
X =a+rceosð , Ý =b +rsinð 


însemnând prin. r distanța algebrică a punctului m la G. 
Deducem | 


X! = a — sin. , YUZU + reos0. 0 
şi în consecinţă 
T, = LS mvt= Jn [ero sin 0)? + (b' + r cos o] 
adică 
T= z (a? + b”) $m + e g2 Jm? + 6 (b' cos 0 — a! sin 6) E mr 


sau, însemnând prin M. massa totală a barei, prin MR? valoa- 
rea sumei Èm r”, și pentru că suma: Emr este o cantitate nulă, 


T= i M (a tb") + -p MKAO, 
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Aceasta este expresia forţei vii din mişcarea relativă, în 
funcție de cei trei parametri a, b, 01). Deducem 


òT òT, òT 

sai = Ma! ) Su = MB , p MKO 
ipoe A dT, _ dp 

da ) FI) 7 a a) FT 


Să caleulăm acum termenii Q), Qz, Q; din ecuațiile lui 
Lagrange: 

Observăm mai întâi că mişcarea de antrenare a unui punct 
m fiind o rotație uniformă în jurul axului Oy, acceleraţia aces- 
tei mişcări este centripetă şi egală cu — X w?, aşa că forța de 
inerție de antrenare este centrifugă şi egală cu mă uw?. Pe de 
altă parte, accelerația complimentară . fiind . perpendiculară pe 
planul determinat de axul de rotaţie Oy şi de viteza relativă, 
forța centrifugă compusă este perpendiculară pe planul P; ea 
dă prin urmare travaliuri nule pentru ori-ce. deplasări virtuale 
în acest plan. 

Ori, Q, ða este travaliul virtual al forţelor când nu va- 
riază decât ‘parametrul a. Fiecare punct: m se mişcă atunci 
paralel cu O X ; travaliul greutăţii este nul pentru asemenea 
deplasare, iar acela al forţelor de inerție de antrenare egal cu 
da i mXw2. Avem deci Q, = w mX adică Q) = Ma o?. 

In mod analog, găsim. că Q, = Mg. In ceea ce priveşte 
travaliul 9480, el corespunde unei rotații virtvale a barei în 
jurul punctului GŒ; în această mișcare greutatea totală dă un tra- 
valiu nul iar forţele de inerție de antrenare dau un travaliu 
geal cu — ò X (m X o?) (r sin 0). Rezultă că 


3 = — 02 sin 6 È măr 


= — o? sin 0 Em (a + reos 0) r=—o?sin 6 [ai mr + cos 8 Em r°} 


1) Puteam aplica, bine înţeles, teorema lui Koenig pentru calcularea lui 
T, . Ea ne ar fi dat 


T, = Z Mmt o) y Em [e retn 0. 0na C cos 8. WR] 


adică acelaşi rezultat ca mai sus, însă ceva mai expeditiv. 
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adică, ţinând seama că Dmr = o, 
Q = — M K? o° sin 6 cos. 
Ecuațiile lui Lagrange sunt prin urmare 


d?b d?b : 
(1) dai > au, di =9» qa = — o" sin 0eosb. 


Cele două dintâi ne dau 
a = Ae + Bei , b= gt + C+D. 


Cea de a treia este analoagă ecuației mişcării unui pendul 

simplu, căci, dacă punem 20 = ọ, obținem ` 
de 
dt 

Notă. Putem obține ecuațiile (1) ale mişcărei relative şi 
prin. aplicaţiunea, ecuaţiilor lui Lagrange la mișcarea absolută a 
barei A B, definind această mişcare prin rotația unghiulară 
dată wa So ului P în jurul lui Oy şi prin cei trei parametri 
a, b, 6 ai mişcărei barei în plan. 

Potra calculul forței vii Ta, se va exprima viteza abso- 
lută va în funcție de vitezele v, şi ve care sunt funcții de cei 
trei parametri, uşoare de calculat (ve coprinzând bine înțeles şi 
pe 0). De altfel, cum viteza de antrenare ve este perpendiculară 
pe planul P, avem va = ve. 

Singura forţă de luat în consideraţie va fi greutatea Mg 


aplicată în G. 
Se va găsi ca expresie a forţei AT 


— o2sinp . 


Ta = AM (a? + 6? 4K? 0) + 3 Mo? (K? cost0 + a?) 
pama termen din membrul al doilea corespunzând sumei . 
1 
nioge „iar celălalt sumei -5 mw 


F 


PARTEA IV. 
MIŞCAREA SOLIDELOR INVARIABILE. 


rr an 


I. TEORIA MOMENTELOR DE INERȚIE. 


. 


1. Definiţie, Fie o dreaptă A şi un punct material de massă 
m situat la distanţa r de A. 

Se numește moment de perie al punctului material în 
raport de A, productul m.r? 

Dacă, considerăm un sistem de puncte materiale, momen- 
tul de, inerție al sistemului în raport 
de A va fi prin definiţie 


I= mr? 


adică o sumă de producte de forma 

mr? 
Fie M massa totală a sistemului. 

Să. determinăm 0 lungime K aşa fel 


încât să avem 
M K? = Emr? 


Lungimea K se numeşte rază de girație a sistemului. Ea 
reprezintă distanța față de A, la care presupunând aşezată 
întreaga massă M a sistemului, concentrată într'un singur punct, 
momentul de inerție al acestui punct material în Tapos de A 
este egal cu momentul de inerție al sistemului. 

In particular, dacă toate punctele materiale ar fi situate 
la aceiași distanță r de dreapta A, adică dacă ar fi aşezate pe 
un cilindru circular, am avea 


L= mr = mim = Mr? 


Fig. 167 


gi atunci K ar fi egal cur. 
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Insfârşit, în cazul când solidul ar fi plan, momentul său 
de inerție, în raport de o dreaptă perpendiculară planului, este 
evident egal cu momentul de inerție în raport de punetul unde 
perpendiculara întâlneşte planul. 


2. Relațiuni între momentele de inerție luate în raport de 
drepte paralele. Fie A şi A două drepte paralele şi P un punct 
oarecare dintrunj sistem, situat la, / A 
distanţele AP =r şi A'P=r' de A 
aceste drepte. 

Insemnând prin d distanţa din- 
tre cele două drepte şi prin æ dis- 
tanţa punctului A până la proeeţia 
Q a punctului P pe AA’, avem 


pia = pa A Ida. Fig. 168 


 mmulţind ambii membri cu massa m a punctului P și 
adunând rezultatele analoage pentru toate punctele sistemului, 
obţinem 
Emr? = dmr? + MA —2dAme. 


Această relație se simplifică dacă presupunem că dreapta 
A trece prin centrul de greutate al sistemului. Avem în ade- 
văr atunci A mæ = o şi prin urmare 


D mr? = X mr? + Ma’. 
sau, mai pe scurt, 
(1) I = Ic + ME. 
Deci: Momentul de inerție în raport de o dreaptă oare- 
care, este egal cu momentul de inerție luat în raport de para- 
lela dusă acestei drepte prin centrul de greutate, plus produc- 


tul massei sistemului cu patratul distanței centrului său de 
greutate la dreapta considerată. 


3. Relațiuni între momentele de inerție luate în raport de 
drepte concurente. Fie un punct O şi o dreaptă oarecare A tre- 
când prin acest punct. Să însemnăm prin «a, 6, y unghiurile pe 


ali pete y n PR 7) eti e i Cite 
Ni ete t ya RAA E ut t, asu 


Aanval Pe aa aias a 080 St aai A 


YA = 


caro le foe A ou troi axo dreptunghiulare duse prin Oy gi prin 
Oy R coordonatele unui punot onrooaro P al sistemului, 


Fig. 100 


PQ fiind distanța punctului P la dreapta, A, avem pe 
figuri: 
PQ’ = 0P — OQ’: 

Insă OP fiind suma geometrică a, vectoarelor 4 y, 2, 


proecţia sa OQ pe dreapta A este egală cu suma proecţiilor 
vectoarelor a, y, z pe A, deci 


OQ = w coso A- y cos B -+ z cos Y 
şi, în consecinţă, ; 
PQ = (@ +y? + z?) — (m cos a + y cos f +zceosy) 
ceea ce este tot una cu 
PQ = (22 + y? + 2?) (cos?a + cos? B+ cos? y) — (cos + 
y cosb + z cos%)2). 


Punând PQ = r şi desvoltând membrul al doilea, putem 
serie 


T? = (y? + a2)oos2 a't (22+ a?) cos? B- (22 -H y’) cost Y 


— 2 yz cos B cos y — 2 gw cos y cos & — 2 wy cos a cos f $ 


Deducem, pentru momentul de inerție al sistemului în raport de A, 


(2) I = A cos? a A- B cos? 8- O cos° y = 2 Doos 8 cos Y 
— 2 Ecos y cos — 2 F oos a oas ĝ 


punând 


Amr), B=Im(? +), C= ney’) 
OF | 
D=ămyz, E=mzz, F=imzy. 


Coeficienţii A, B, C reprezintă, respectiv, momentele de 
inerție ale sistemului în raport de axele Oz, Oy, Oz. 


4. Elipsoid de inerție. Pentru a reprezenta în mod geo- 
metric legea după căre -variază momentul de inerție odată cu 
direcţia dreptei A, să purtăm pe această dreaptă cu începere 


din O lungime OS egală cu Ka şi să căutăm locul geometrie 


al punctului $!). 
Insemnând prin X, Y, Z cordonatele lui S, avem 


cosa = 23 = XVI, cosb =Y VI, cosy =ZvI . 


Substituind aceste valori în egalitatea (2) obținem 

(4) AX? + BY? H CZ? — 2 DYZ — 2EZX — 2 FXY =1 . 

Această ecuație reprezintă o suprafaţă de gradul al doilea, 
având punctul O drept centru. Cum momentul de inerție I nu 
devine nul pentru nici una din dreptele A care tree prin O, 
raza vectoare OS nu devine niciodată infinită. In consecință, 
ecuaţia (4) reprezintă un elipsoid; el poartă numele de elipsoi- 


dul de inerție al sistemului pentru punctul O. 
Axele acestui elipsoid sunt zise azele principale de inertie 


pentru punctul O. Dacă le luăm drept axe cordonate, ecuaţia 
elipsoidului se simplifică reducându-se la 


2 AX2+By2+CZ2=l 
ecuaţie în care coeficienţii A, B, C au bine înțeles alte valori 


decât în ecuaţia (4). E 
Valoarea lui I devine 


(5) I = A cos? a + B cos? 8 + © cos? x. 


1) Evident că ar fi mai simplu de a lua OS = I, însă locul geometrie 
ar fi atunci o suprafață de gradul al șaselea, 
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Coeficienţii A, B, © reprezintă momentele de inerție în 
raport de axele elipsoidului, zise momente de inerție principale 
pentru punctul O !). 

Instârșit, coeficienţii D, E, F fiind nuli, avem 


(6) D myz =0, Amzx=0, Îmary=o. 


Două dintre aceste trei egalități, spre exemplu cele două 
dintâi, exprimă că ecuația (4)-a elipsoidului nu conține pe Z la 
puterea întâia; ele constituiese prin urmare condițiile necesare 
și suficiente pentru ca axul Oz să fie ax principal de inerție 
„pentru origina O.. 

Elipsoid central. La fiecare punct din ana corespunde, 
pentru un sistem material determinat, un elipsoid de inerție; 
acela dintre elipsoide care corespunde centrului de greutate al 
sistemului, poartă numele de elipsoid central. 


5. Condițio ca o dreaptă să fie ax principal de inerție 
pentru unul din punctele ei. 

iz Să luăm dreapta dată ca ax 
Oz al unui sistem dreptunghiular 
Oxyz. Fie O! punctul de pe Oz, 
situat la distanța. OO! = l, . pentru 
care dreapta este ax principal de 
inerție. Mutând axele Oz şi Oy. pa- 
ralel. cu ele însăşi în -punctul OY, 
tie : „obţinem un: nou sistem . O'x'y'z'’ în 
Fig. 170. raport de care ecuația elipsoidului 
de inerție pentru: punctul O' nu 

conţine termeni în z’ la puterea întâia. Avem deci 


s È myz! =o, > ma =o 
“adică ; 
Dm y(z—l)=0, D m a (2—l)=o 
1) Dacă însemnăm prin a, b, e lungimile celor 3 semi-axe alo elipso- 
idului, avem, potrivit formulei iniţiale os = = Yi: egalitățile 
1 


JE ua 
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sau 
(7) > myz — Mb = 0, > mea — Ma = 0 
însemnând prin a şi b eordonatele centrului de greutate și 
M massa totală a sistemului de puncte materiale. 
Pentru ca cele două ecuaţii (7) să dea aceiași valoare 
pentru ! trebue să avem 


prin 


myz b. 


E mzz a 


Această egalitate reprezintă: condiția căutată. Dacă ea are 
loc, distanța l se determină prin una oarecare din cele două 
ecuaţii (7). 

"In cazul particular când centrul de greutate se află în 
id planul xOz, avem b= o și ecuaţiile (7) dau ca condiţie È myz = 
ȘI o, iar ca valoare pentru l: 

| _ ÎS ma 


l= ape 


6. Condiția ca o dreaptă să fie ax principal de inerție 
pentru două din punctele ei. Să luăm dreapta dată ca ax Oz şi 
să presupunem că ea este ax principal de inerție pentru origina 
O. Avem atunci 


D myz= 0, È mzz =0. 
Ca dreapta dată să fie ax principal de. inerție pentru un 
al doilea din punctele ei OY, trebue să mai avem potrivit ecu- 


aţiilor (7): 


2 myz =M b, Zmz =l Ma. 
Deci 
A Sim putea OM Dle OR "1Ma=o 

adică a = o, b= o, ceea ce înseamnă că centrul de. greutate 
trebue să se găsească pe “dreaptă. In asemenea condiţii însă, ? 
devine nedeterminat, cu alte cuvinte dreapta considerată este 
ax principal de inerție pentru ori şi: care: din punetele ei şi în 
particular pentru centrul, de „greutate; ea este, deci un ax al 
elipsoidului central de inerție, . 


SKUE 


Aşa dar: a) Un ax al elipsoidului cential este az prin- 
cipal de inerție pentru ori și care din punctele sale; 

b) Pentru ca Oz să fie un ax al elipsoidului central de 
inerție, trebue să avem în același timp 

a=o0, b=o, Emyz=0, Lmzz=o0. 

7. Calcularea momentelor də inerție ale unui sistem continuu 
de puncte materiale. 

Operația se execută după aceleaşi principii pe care le-am 
expus la, capitolul determinării centrelor de, greutate. ln con- 
secință, dacă raportăm sistemul la 3 axe dreptunghiulare, coe- 
ficienţii elipsoidului de inerție pentru origină vor avea ca ex- 
presiuni potrivit formulelor (3): 


A= (ffo te) dedydz, D=] 
B= |Í] o (22+ 22) dz dy dz, E = (|| p zæ da dy dz 
c= |f| o(@+y’)dedydz; F | 


Pentru solidele omogene de formă geometrică, se calcu- 
lează cele 3 momente de inerție principale pentru centrul de 
greutate. Odată cunoscute aceste 3 momente, formula (5) dă 
momentul de inerție în raport de ori ce dreaptă trecând prin 
centrul de greutate, iar formula (1) permite apoi de a calcula 
momentul de inerție în raport de o dreaptă oarecare. 


8. Consideraţiuni de avut în vedere pentru calcularea mo- 
mentelor de inerție ale solidelor omogene. 

a). Când un solid omogen are un ax de simetrie, acesta 
este un ax al elipsoidului central de inerție, căci dacă-l luăm 
ca ax Oz al unui: sistem dreptunghiular, cum centrul de greu- 
tate se găseşte pe ax, avem a=o0, b= o şi pe de altă parte 
Emyz=0, Ema = 0 de oarece la fiecare massă de cordo- 
nate æ, y, z corespunde o massă egală de cordonate — t, — Y , 3 

b). Când un solid omogen are un plan de simetrie, ovi ce 
dreaptă perpendiculară pe plan este aw principal de inerție 
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pentru punctul unde întâlnește planul, căci dacă luăm dreapta 
ca ax Oz, la fiecare massă de cordonate œ, y, 2 corespunde O 
inassă egală de cordonate z, y;—z şi prin urmare >myz=0,; 
mar =o0. 

c). Când un solid omogen este de revoluție, elipsoidul de 
inerție pentru ori ce punct al axului de revoluție este și el de 
revoluţie în jurul aceluiasi av. 

In adevăr, axul de revoluţie fiind un ax de simetrie, este 
ax al elipsoidului central de inerție şi prin urmare principal 
de inerție pentru ori şi ce punct al său. Celelalte două axe ale 
elipsoidului de inerție sunt deci coprinse în planul perpendicular 
axului dus prin punctul considerat. Ori, toate momentele de 
inerție în raport de dreptele conţinute în acest plan și pornind 
din punctul considerat sunt evident egale unele cu altele. Așa 
dar aceste drepte sunt toate principale de inerție pentru acel 
punct 1), adică sunt axe ale elipsoidului care este astfel un elip- 
soid de revoluţie. 


“Notă. Ca şi în Nota de la pag, 153 referitoare la centrele 
de greutate, vom observa că rezultatele specificate la cele trei 
litere a), b), e) de mai sus rămân adevărate şi în cazul când 
solidul considerat nu este omogen însă prezintă particularitatea 
că punctele sale care se corespund simetric au œeiaşi massă. 

Astfel este cazul proectilelor de artilerie încărcate cu ex- 
plosiv. Axul lor de figură, care este ax de revoluţie, este prin- 
cipal de inerție pentru ori şi ce punct al său, elipsoidul respec- 
tiv de inerție fiind şi el de revoluţie în jurul aceluiași ax. 


I MOMENTELE DE INERȚIE A CÂTORVA 
VOLUME OMOGENE. 


Vom calcula numai cele trei momente de inerție principale 
pentru centrul de greutate, presupunând corpurile omogene şi cu 
o densitate p = |, ceea ce permite de a confunda elementul de 


1) Aceasta se mai putea stabili şi prin aplicația rezultatului dela litera 
b) căei toate planurile duse prin axul de revoluție sunt planuri de simetrie, 
aga că ori ce dreaptă dusă prin punctul ales, perpendioular pe aceste planuri 
și deci perpendiculară pe ax, este ax principal de inerție pentru acel punct, 
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massă cu elementul de volum. După cum am spus mai sus, odată 
cunoscute aceste trei momente, formulele (5) și (1) ne permit 
apoi să determinăm momentul de inerție al corpului considerat 
în raport de ori şi ce dreaptă a spaţiului. 


1. Paralelipiped dreptunghiu. 
Centrul de greutate este în centrul 
de figură O, iar paralelele Oz, 
Oy, Oz duse muchiilor prin punc- 
tul - O sunt axele principale de 
inerție pentru acest punct, potrivit 

” demonstrațiilor dela Nr.8 precedent. 

Vom avea de calculat cele 

3 integrale: : 


Fig. 171 bios ||| (y+ 22) da dy dz, 


B = [| ee 20 az dy az; o [|| eter stay de. 


Ori, însemnând prin a, b; c lungimile celor 3. muchii ale 
paralelipipedului , avem 


R a. 


+? 


} Ta E BE 2 + 1 
\ffaay ae fafan fay fanul S] imete 
- Hia 23 20000 E 2) TA 


şi de asemenea 
[| fue de dy de= iy abre, l [ffe ayae= a ate. 
1 Deducem  . 
Â = (ff da dy da îi || (le: a dy da = T abo (bè + c?) 
B = i abc G +a’); KEEN abo (a +o). 


Pe de altă parte, cum massa M a paralelipipedului redu- 
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să la volumul V are ca valoare abc, vedem că patratele celor 

trei raze de girație corespunzătoare: momentelor de inerție 

A, B, O au ca expresii, potrivit formulei MK? = Smr? 
wO nuca) KE Aa pa 

19 > 13 (e a), 13 (a + b°). 

Dacă presupunem a< be observăm că A>B>C, 
însă, dacă însemnăm prin a',b', o semi-axele elipsoidului de 
inerție, avem a! <b' < c¢', căci - 
l= a , zp , (feo 

VA VB VC 

2. Cilindru circular. Centrul de greutate este pe axul cilin- 
drului, la jumătatea lungimei sale. Să luăm acest punct ca ori- 
gină a unui sistem de cordonate dreptunghiulare, axul Oz fiind 
chiar axul cilindrului iar cele- 
lalte două axe Ov și Oy orien- 
tate întrun mod oarecare în 
planul dus prin O perpendicular 
pe Oz. Aceste trei axe sunt 
axe principale de inerție pentru 
centrul de greutate. 

Să calculăm mai întâi 
momentul de inerție în raport 
de axul Oz. Pentru aceasta, să 
descompunem cilindrul în stra- 
turi concentrice de grosime dr; 
dacă însemnăm prin 4 înălți- 
mea, cilindrului și prin R raza 
sa, momentul de inerție al unui 


a i 
strat în raport de Oz va avea 
ca expresie!) 2mhrdr.r” şi prin urmare 


b' i 


(dA 


AO (2rrrdr.r? = 2 [ro dr = -y cani, 


o 


1), Volumul cilindrului de rază r ftind mrhh, diferenţiala sa când nu 
variază decit r esto 27 hr dr, ; 


24408.—21, 


— 992 — 


Cum cilindrul circular este un corp de revoluţie, elipsoidul 
de inerție pentru ori-ce punct al axului Oz este și el de revolu- 
ție în jurul lui Oz; deci A = B, Ori 


à = 4 (y? + 2°) da dy dz, B = (g 22 + x’) de dy dz, 
O = fff @ pp) de dy dz 
prin urmare 
ABS 4 (A + B)= -+ K (2z? + a? + y?) dx dy dz 
sau încă 
A=B2 |f dedydet 30. s 
Pe C îl cunoaştem. Să calculăm pe celălalt termen. O 
primă integrațiune în raport de 3 dela — La la + ză ne dă 
(ife? de dy dz = 5 h $$ ae ay 
şi, cum (az dy este aria secţiunii drepte a cilindrului, rezultă că 
fife? de dy dz = Re. 
Aşa dar, în cele din urmă, ~ A 
A= B= gy TWR? + pai i AR (Re -t ae): 
Volumul cilindrului fiind TRA h, Sia celor două raze 


de giraţie care corespund momentelor de inerție A şi © sunt 
respectiv egale cu = t 


a (R= i m) Aaaa 


„3. Momentul de inerție al unui solid de revoluție în raport 
de axul său. Să considerăm cilindrul elementar de înălțime dz 


SE oa 


coprins între două planuri perpendiculare axului, Momentul său 


de inerție în raport de Oz este, după 
cum sa văzut mai sus 


1 
5 mat da 


a fiind raza cilindrului. Momentul de 
inerție al întregului solid va fi în con-......... 


$ | 
secință i. 
3 | 
Gia == | at da. i 
2 | 
v 9 Și a 7 ' 

Insă, dacă ecuația curbei meri- Fig. 173 


diane este f(x, z)=0, deducem din ea 
w= ọ (z) şi prin urmare 


o= 3 f[p oa. 


Elipsoid de revoluție. Să aplicăm - 
acest rezultat elipsoidului de revoluție 
«œ a căruia curbă meridiană este 


za wa 
o sniemal 
Deducem 
r b2 
Fig. 174 TAT (a2 — 22) 


aşa că avem 


adică 
8 4 
Q SEB mab. 
Volumul elipsoidului fiind egal cu a mab?, patratul razei 


A 2 
de giraţie este -5 b. 


SLY UER 


Sferă și con de revoluţie. In mod analog, găsim ca mo- 
mente de inerție, pentru o sferă de rază R 3 


= 8 5 
> C aR 


iar pentru un con de revoluție de înălțime / şi rază la bază R, 
SR TC A 
C= oE h 
patratele razelor de girație fiind respectiv , 


2 3 : 
RA a) 
Bi nR 


III. MIŞCAREA UNUI SOLID IN JURUL 
UNUI AX FIX. 


1. Ecuația diferenţială a mișcărei. Dacă luăm axul fix 
drept ax Oz al unui sistem dreptunghiular de axe, condiţia de 
echilibru a solidului fiind 


A (xY —yX=o 


rezultă, potrivit principiului lui d’Alembert, că ecuația mişcărei 
solidului în jurul axului fix va fi 


a) dax 
JÍ- (x na aN) =y (n m t) | o 


dia 
Ím (2% a -y%) -J (aux) a 
Aceasta este, după cum se vede, ecuaţia din care se deduce 


teorema momentelor cantităților de mişcare în raport de axul 
fix și care poate fi scrisă 


(1) t Fm (at —y 105 (avu) 
X şi Y referindu-se numai la forțele direct aplicate. 

Fie r distanţa unuia oarecare M din punctele solidului la, 
axul fix şi o viteza unghiulară a solidului în momentul ż. Can- 
titatea de mişcare a punctului M fiind un vector egal cu mro 
și tangent circonferinței pe care o descrie M în mişcarea sa 
de rotaţie, momentul cantităţei de mişcare în raport de axul 
fix Oz este egal cu mr?» așa că aplicaţia ecuaţiei (1) ne dă 


d Smo J(e- 9X) 


sau 


A 


adică 
e o $ m?= 5 (a —yx) 
sau 
\ d 
(2) be 


punând I = Xm? şi N = X (wY — yX). 


Li 
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Dacă însemnăm prin 0 unghiul pe care-l descrie raza vec- 
toare r a punctului M cu începere de la un plan fix, spre 


exemplu dela planul 20z, avem w = D şi ecuația (2) se mai 


poate serie 


bis MO _ 
(9) IN. 


Bine înţeles că puteam ajunge la această ecuaţie și înlocuind 

în primul membru al formulei (1) pe z și y prin expresiile 
v = reosd, y = rsind, 

Ecuația (2) sau (2)Pis exprimă următorul rezultat: Accele- 
raţia unghiulară a unui, solid care se învârtegte în jurul unui 
aw fix, este egală cu cåtul dintre suma momentelor Fortelor 
direct aplicate și momentul de inerție al solidului, luate amân- 


două în raport de axul fix. 
Să observăm că suma momentelor cantităților de mișcare 


(momentul cinetic) în raport de axul fix are ca expresie 


D mro = lo!) 


1) a). Fie OK momentul cinetic, în raport de origina O, și OHproecţia 

lui OK pe Oz. 
dw 

OH fiind egal- cu To, ecuația (2) sita că viteza I A 


a punctului H pe, Oz este egală cu N. 
b). Să caleulăm proecţiile pe Ow g Oy ale lui OK. Aces- 


“tea sunt respectiv egale cu 


Fig. 115. 
y s În și În (ee 


"Ori, pentru un punct M, avem 


a = roos, y=rsinð, z = const. 
dæ COR dy dz 
A e T NAO GI Te Aao CDI 


Făcând aceste înlocuiri sub cele două semne Ù se obţine 
—wBmaz şi —w mzy. 
Veotorul OK nu coincide prin urmare cu Oz decât dacă avem în ace- 
lași timp > 


Dmoz =o şi Smay=o 


adică dacă awul Oa este principal de inerție pentru punctul O. 


PERENE i E i i e 


OPR 


iar forţa vie este 


T= 5 5 mv? = A 5 mru? = = low, 
De altfel, aplicaţia teoremei forţelor vii ne dă 
AT = 85 (2Y —yX) 
căci, fiind vorba de o mişcare de rotație, travaliul elementar 


al forțelor este egal cu momentul lor în raport de axul de ro- 
tație, înmulțit cu deplasarea unghiulară elementară d0. Deci 


- 


c i de 
(3) d r (SE) „= Na 
adică 
d20.. SS 
i lirei dt = Nad 
şi prin urmare simplificând cu pre 
dio San stonog 
Iute ii 


care este ecuaţia (2) bis. 
' 2. Itegraţiunea ecuaţiei diferenţiale a : mișcării. N, fiind în 
ă de | 3 E x 
general funcţie de ¢, 6, 3 » ecuaţia "(2)bis “se” prezintă sub 
„forma tă iai Dea 


! d20 í do 
1 i = E (6 o, T 


Integraţiunea acestei ecuaţii diferenţiale dă pe 6 în funcție 
de î şi de două constante arbitre Care Garey valorilor 
inițiale 65 gi FU DIN Sa ea stă 

In ai) când N este ‘functie numai de 0, intèbtatiüntä se 


reduce la simple cuadraturi. In root pad ns -f(0), uana 
(3) ne dă A 


(a y = "o pe da = const, 


sau * 


ŞroIȚO 95 TOL 


i 9 
sg atita siai eia 
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de unde 


di = —— 


RO 0. we 
va [ro do + aş 


şi, printr'o nouă cuadratură, se obţine ¢ în funcţie de 0, şi in- 
vers 0. în funcţie de t şi de două constante arbitrare 6, şi o. 


3. Eforturi asupra axului în mișcarea de rotație a unui 
solid. Fixitatea axului de rotaţie poate fi realizată prin fixita- 
tea a două din punctele sale. Fie F, şi F, acţiunile acestor 
puncte asupra solidului în mişcare, într'un 
moment î. Eforturile exercitate de solid asu- 
pra axului vor fi două forţe egale şi direct 
opuse forțelor F, şi F;, aplicate în cele două 
puncte. fixe. j 

Să caleulăm pe F, şi F,. Pentru aceasta 
vom scrie că există echilibru între forţele 
direct aplicate, forţele de legătură F, şi F, 
şi forțele de inerție. 

Să luăm axul de rotaţie drept ax O,z al unui sistem drept- 
unghiular Oxyz, origina fiind aşezată în unul din punctele 
tixe; fie O, celălalt punct fix situat la distanţa h de origină. 
Insemnând prin: 


P, Q, R componentele vectorului. rezultant al forțelor 
direct aplicate; 

L, M, N componentele momentului rezultant al forțelor 
direct aplicate, în raport de origină; 

X, > Yı, Za componentele forţei E, ; 

X», Y2, Z, componentele forței F, ; 

X', Y', Z/ componentele vectorului rezultant al forțelor 
de inerție; 

LU, M', N! componentele momentului rezultant al forțelor 
de inerție în raport de origină; 

cele 6 ecuații, deduse, din ecuațiile generale de echilibru prin 
adăogirea forțelor de inerție, se scriu: 


PEX LX. FX 

(4) QY +Y +Y =o 

R +Zit +Z =o 
L=—hY,+L'=0 
(5) MERX, +M'=0 
N+N'=o. 


Să determinăm componentele X’, Y’, Z’! şi L’, M! N! 


refe- 
ritoare forţelor de inerție. 
a). Componentele X’, Y!, Z'. Avem 
dx 3 dy dez 
= — map: Y'=] mip: — Îmaa: 
Ori, relaţiile 
z=r cos, y=r sinô, z = const. 
ne dau succesiv 
dr ay dz 
di 399 hall pi E 0 
dr dw dy dw dez 
(6) aa = e a N oda Soy ej» aa 0 
Deducem 
X =: D me+ Emy 
3 dw i; 
x VAOR Day E ua 


g= 


sau, dacă însemnăm prin M massa solidului şi prin a, b, c 
cordonatele centrului său de greutate, 


X'=Mao +M 


(7) Y= bo? + Mad 


Z' =o. 
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Valoarea Z/ = o se înţelegea din capul locului, căci mig- 
carea oricăruia din punctele solidului fiind o mişcare circulară, 
forța efectivă care produce această mișcare, considerată ca liberă, 
fiind coprinsă în planul cercului nu are componentă paralelă cu 
O, 2; forța de inerție fiind egală și direct opusă forţei efective, 
nu are deci nici ea asemenea componentă, 

Expresiunile (7) reprezintă de altfel componentele forţei 
de inerție a centrului de greutate, dacă se consideră massa 


totală a corpului concentrată în acest punct. Avem, în adevăr, 
după cum se ştie, 


es da — da 
X! =—3m Tri M Jg 

PER Ly w d?b 
Y =À Te M TË 


b). Componentele L!, M', N'. Avem 


dez d’ 
Li = E m (y a) 


Mo ANEI 2) 


dy e dau 
==] m (2 a 22) R 


. Inlocuind derivatele prin expresiile lor (6) se- obţine, 


LS m e TER 


M! = sma(yă + 02 5) 


e ul (tu e DIG aH 


jo, E. UD X moca, E D myz, M Ta o X myz -+ 0? X ma 
(8) j 


s 


adică 
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Aceste valori depind, după cum se vede, de coeficienţii 
elipsoidului de inerție pentru origina 0, . 

c). Să substituim acum valorile (7) şi (8) în ecuaţiile (4) 
şi (5). Obţinem 


P+X +X, +Maw +Mb da —0 
0), Q+Y +Y, + Mbu— Ma =o 
R+Z, + Ze =o0 


A LAY, + 905 m ae — 025 myz=o 


(10) M+AX, tm yz + w Emgz=0 
du 
Nine 


Ultima, ecuaţie ne este cunoscută; ea este ecuaţia diferen- 
ţială din care se deduce legea mişcării de rotaţie în jurul 
axului: z | 

d 


070), A O. 
Să ne ocupăm de celelalte. Cantităţile P, Q, R, L, M, 
raportându-se la forțele date, sunt expresiuni cunoscute de t, 6. 


= Şi prin urmare de t, dacă s'a obţinut legea 0 = f (t). 
Cordonatele a şi b ale centrului de greutate sunt dease- 
menea, funcţii de t potrivit formulelor: 
a=peos%, b= p sin? 
în care p reprezintă depărtarea, con- 
stantă a centrului de grentate la ax. 
Insfârşit, pentru a se exprima 
Emgæz şi myz în funcţie de 0 și 
deci de't, se va imagina un sistem 
dreptunghiular de axe O; ala (2 =2) 
care legat invariabil solidului să ia 
parte odată cu el la mişcarea de 
rotație.: ; id ji 


` 
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Avem atunci 
= a 0080 —y/ sin 0 
y = sin 0+ y’ cos 0 
şi prin urmare 
A m ve = cos 0 È m az! — sin 0 Xm plz! 
Am yz = sin 0 Èm a'z! + cosh Èm y'z! 
egalități în care sumele Ama şi myz’ sunt cantități con- 
stante. ; 

Din sistemul de egalități (9) şi (10) ecuațiile întâia, a 
doua, a patra şi a cincia dau valorile X,, X,, Y}, Y,. Rămâne 
ecuaţia a treia care dă suma Z, + Z,. Deci ca și în cazul echi- 
librului, componentele Z, şi Z, nu se pot calcula separat. 


Cazuri particulare. 10) Să presupunem că forțele direct apli- 
cate se reduc la o forță unică trecând necontenit prin punctul O.. 
Avem atunci 
CSO M=o, N=o 
şi ecuaţiile (10) se reduc la i 


hY, — 40 Smoz tot E myz=o | 


(LO)bis hX, + D Em yz + o Amgez=o 


dw 
9 AE Oo 
Ultima ecuație dă œ = const. Să cercetăm dacă se poate 
întâmpla ca punctul Oz să nu suporte nici ò presiune. Trebue 
pentru aceasta ca ecuaţiile (9) și (10) bis să fie satisfăcute când 
facem în ele X, =o,.Y.=i0, Za =o: 


Ecuațiile (10) bis ne dau'ca condiţii 
: Emez =0, È myz =0 


ceeace însemnează că axul de rotație: O;z trebue să fie aw 
principal de inerție pentru origina. O. Cât priveşte ecuaţiile 
(9) ele nu obligă la nici o condiţie şi dau pur şi simplu valorile 
corespunzătoare ale componentelor Xi; Yı, fn: 

Punctul O, ne suportând nici-o presiune, solidul poate fi 
considerat ca liber în acest punct. De aci următoarea teoremă: 
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Dacă un solid mobil în jurul unui punct fix, este supus la 
forțe direct aplicate care admit o rezultantă trecând prin punctul 
fix, și dacă solidul în virtutea unor anumite condiții inițiale începe 
a se Mmvårti în jurul unui ax principal de inerție pentru punctul 
fix, ol va continua să se învântească indefinit în jurul acestui ax 
cu o viteză unghiulară constantă și fără ca vre un alt punct al 
axului, în afară de cel fix, să suporte vre-o presiune!). 


Din cauza acestei proprietăţi, axele principale de inerție 
pentru un punct O, se mai numesc uneori axe permanente de 
rotație pentru acest punet. 


20), Să presupunem acum că forțele direct aplicate își fac 
echilibru, sau că mu există asemenea forțe. Avem în asemenea caz 


P=o, o Q=; R=0; 
Ue ă M=o, N=o. 
Pentru ca punctul O, să nu. suporte nici o presiune, 
trebue să avem ca şi mai sus 
(11) D mez =0, X myz = o 


iar pe de altă parte N fiind nul, w este constant. 
Să cercetăm dacă se poate întâmpla ca presiunea în punctul 
O, să fie şi ea nulă, Va trebui pentru aceasta ca ecuațiile (9) 


1) La acest rezultat se poate ajunge şi direct prin următoarele con- 
sideraţii: i 

Dacă presupunem că axul O,z este principal de inerție pentru punctul 
O,, vectorul O,K al momentului cinetie în raport de O, are direcția Oz şi 


: w 
valoarea lw. Acest vector fiind identie cu proecția sa pe Oz, viteza l -p a 


punctului K pe Oz este egală atât cu momentul N al forțelor direct 
aplicate cât şi cu momentul în raport de O, al tuturor forţelor care lucrează 
asupra solidului (pag. 326). 


dw 
Considerația întâia ne dă (N fiind nul) I ap 7 o de unde w = const. 


Momentul cinetic Iw este deci constant şi prin urmare viteza lui K este nulă. 
Considerația a doua stabileşte atunci că momentul forței Pa în raport de O, 
este nul, cevace pretinde ca forța Fa să fe nulă, deci X = 0. Yy = 0 


E at 


I 


să fie satisfăcute când vom face în ele pe P, Q, R; X, Y 
Xss Yo egali cu zero. Se obțin atùnci ca condiții 


(12) d=o, b=o, 


. | 

Ori condiţiile (11) şi (12) exprimă că azul de rotație este 
un ax al elipsoidului central de inerție. Avem deci teorema 
următoare: 

Dacă un solid liber, acționat de forțe care își fac echilibru, 
sau sustras oricărei forțe, începe a se învârti în jurul unui ax al 
elipsoidului central de inerție, el va continua să se învârtească in- 
definit în jurul acestui ax cu o viteză unghiulară constantă și fără 
ca vre unul din punctele axului să suporte vre o presiune. 

Această proprietate a făcut să se dea axelor elipsoidului 
central de inerție numele de axe naturale de rotaţie. 

30). Să presupunem însfârșit că, forțele direct aplicate se 
reduc la un cuplu al căruia plan este perpendicular pe axul 
de rotaţie. 

In acest caz P, Q, R, L, M sunt nuli ca şi în cazul 
precedent, însă N este diferit de zero. Deci teorema, precedentă 
subsistă, cu singura deosebire că viteza unghiulară a mişcărei 
nu rămâne constantă. 


1) 


PENDULUL COMPUS. 


Se numeşte astfel un solid supus numai la acțiunea greu- 
tăţii şi obligat de a se învârti în jurul unui: ax orizontal. 
Să luăm axul de rotaţie ca 
ax Oz, axul Oy fiind vertical şi 
îndreptat în jos, axul Oz orizon- 
tal şi perpendicular pe planul 
Oyz, iar origina O aleasă aşa 
fel ca planul Owy să treacă prin 
centrul de greutate G, 
Insemnând prin a distanţa 
Fig. 178 OG şi prin 0 unghiul GO, ecu- 
ația mișcării este 


£ 


pat 


i = Mg acos? 
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ceeace putem serie 
; (0) T 
EELA 
punând iat 


Ecuația (1) ne este cunoscută dela studiul mişcării pen- 
dulului simplu. Ea arată că pendulul compus are aceiași miş- 
I 
Ma 
lorile. inițiale 0, şi w sunt aceleaşi pentru ambele pendule. 
Pendulul simplu de asemenea lungime este zis sincronul pendu- 
lului compus. “ 

Durata T. a micilor oscilaţii ale pendulului compus are 
deci ca valoare 


care ca şi pendulul simplu de lungime 7 egală cu çr; > dacă va- 


Deducem 


m N2 
; 1=Mag( £) . 


Această formulă ne dă mijlocul de a determina prin ex- 
perienţă momentul de inerție al unui solid în raport de un ax; 
va fi de ajuns să dispunem orizontal acel ax, să-l fixăm, şi, 


imprimând apoi  solidului o mişcare oscilatorie destul de mică 
în jurul axului, să măsurăm durata unei oscilaţii. 


~ Proprietăţi. Fie K raza de giraţie a pendulului în raport 
de dreapta paralelă axului de rotaţie dusă prin G. Avem 


Io = MK? şi prin urmare, potrivit formulei (1) dela teoria mo- 
mentelor de inerție, . 


I=M(R2+ a). 
"În consecinţă, 


Ada uzi cană Wa 
baana 


Să luăm GO” egal. cu IS aga ca să avem 00'>2 Axul 
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BB’ dus prin O' pararel cu Oz se numește axul de oscilație 
al pendulului, 

Ori ce punct al solidului situat 
pe axul de oscilație se mișcă așa ca, 
şi cum ar fi izolat și legat direct cu 
axul de rotaţie printrun fir inextensi- 
bil fără massă, 

Axele de rotaţie și de oscilație 
sunt reciproce, înțelegând prin aceasta 
că dacă din axul de oscilație facem un 
ax de rotaţie, fostul ax de rotaţie devine 

“în noua mișcare ax de oscilație. Fie 
în adevăr O'G = 4; să însemnăm prin / noua lungime de pen- 
dul sineron. Avem 


Fig. 179 


K2 
AE al 3 
= a +7 
e K? ă FR 
Insă a! = -z 3 deci, substituind, 
K2 ; 
EA e s 
l = a Fa l: 
Să observăm. însfârşit că 


GO. 00> a: KE. 


TEORIA MAŞINEI LUI ATWOOD. 


Maşina lui Atwood, care serveşte pentru a demonstra le- 
gile căderii corpurilor, se compune dintr'un soripete vertical în 
gâtul căruia se înfăşoară un fir purtând ‘la extremităţile lui 
două masse inegale. 

Ne propunem de a studia mişcarea acestor masse, negli- 
jând massa firului ca și frecarea scripetelui pe axul în jurul 
căruia se învârteşte. Vom mai presupune că firul antrenează 
seripetele fără vre-o alunecare pe gâtul lui. 

Să raportăm mişcarea celor două masse la două axe drep- 
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unghiulare Ov, Oy, axul Oz fiind vertical şi îndreptat în sens 
sul greutăţii. Fie: 
My, Ma cele două masse cu presupunerea m, > mp, 
ıs Vo distanţele lor la Oy, 
Ti, Te tensiunile celor două porţiuni de fir, 
viteza, unghiulară de rotaţie a scripetelui, 
raza sa, 
momentul său de inerție în raport de axul de 


m Er 


rotație. 
Avem ecuațiile 


da, 


mM pE = Ut 
dr 
m ie =m; g — T, 
d 
MEERA T 


ultima ecuație fiind aceea a rotației 

scripetelui sub efectul forțelor T; şi 

T, aplicate respectiv în A, şi A». 
Mai avem însă relaţiile 


i Fig. 180 
xı Hx = conste , Ro = FR 
cea dintâi exprimând că lungimea firului este constantă, iar 
cealaltă că firul antrenează scripetele fără alunecare, In total 
deci, cinci ecuații între cele cinci necunoscute £, 2, Ti, Ta, o. 


Ecuația a patra dă 


şi în consecință, scăzând ecuația a doua din cea dintâi, 


(m, + m) Fai = (m — m) gi (T — To) 


Substituind diferenței. T, — Ta. valoarea care rezultă din 


ecuația a treia, adică 
Eos z I dw 
T way T _ ho) de 


` 


24409 — 22 
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şi ținând socoteală de ecuaţia a cincia care dă 


dw sa i dex, 
d RR at 
găsim ca ecuaţie diferenţială a mișcării massei m,, însemnând 


X I . 
pentru prescurtare câtul py prin a , 


dez, mı — ma 
de O m+m ta I 
Conchidem, că accelerația massei m, este egală cu accele- 
raţia datorită gravităţii înmulțită cu un factor constant propor- 
țional cu diferența masselor m,, m. Mieşorând această diferenţă, 
putem deci să realizăm pentru massa m, o acceleraţie ori cât 
de mică voim. 
Ecuațiile precedente ne dau de altfel: 


dw _ 1 mı — Ma 
d OR m+m++a y 


dez, m (Èm +a) 
dt? mitm Fijas 


T, = Mg — Mu 


ma (2 m, + a) 
mEmpa 

Vedem că cele două tensiuni T;, T, sunt inegale; ele nu 
devin egale decât dacă presupunem a = o, adică dacă neglijăm 
massa scripetelui. I fiind atunci nul, cele cinci ecuaţii dela în- 
ceput se reduc la acelea care corespund mișcării masselor m,, 
m, în. cazul când seripetele ar fi fix și firul ar aluneca fără 
frecare pe gâtul lui (problemă analoagă cu problema I° din 
seria de exerciţii a Părţei a III) adică 


d?r 
T, = mg + m -gp = 


d?r 
m -qp = mg — T 


d2, 
Ma dt? Mg e T 


Il 


xı + v, = const, 


In maşina lui Atwood, cantitatea a nu este însă negli- 
Sabila 


IV. MIŞCAREA UNUI SOLID IN JURUL UNUI PUNCT FIX. 
I. ECUAȚIILE DIFERENȚIALE ALE MIŞCĂRII. 


Să luăm punctul fix ca origină a unui sistem de trei axe 
dreptunghiulare fixe Oz, Oy, Oz precum și a unui sistem de 
trei axe dreptunghiulare OX , OY , OZ invariabil legate solidului. 

Pentru a cunoaşte într'un moment oare care poziția soli- 
dului, va fi suficient să cunoaştem în acel moment poziţia sis- 
temului mobil OXYZ față de sistemul fix Ozyz. 

1. Variabilele lui Euler. Putem determina poziţia sistemului 
mobil prin trei unghiuri V, 0, e 
definite în modul următor: 

b, unghiul pe care-l face 
Oz cu intersecţia OA a pla- 
nului XOY cu plaul v Oy; 

0, înclinarea planului 
XOY pe planul vOy, mäsu- 
rată prin unghiul pe care-l 
face OZ cu Oz; 

Y, unghiul axului OX cu 
dreapta OA. ; 

Se vede, că putem trece 
dela sistemul de axe Oxyz la 
sistemul OXYZ prin trei rotații gint „ executate în jurul 
axelor Oz, OA, OZ. 

Rotaţia p în jurul axului Oz învârteşte sistemul de axe 
XOY în jurul lui O, în planul lui 2Oy, până când ON vine 
să coincidă cu OA. 

Rotaţia 6 în jurul dreptei OA, considerată ca fixă, învâr- 
teşte planul XOY în jurul dreptei OA, devenită OX, de un- 


Fig. 181 
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ghiul 0, care are ca măsură unghiul coprins între Oz și OZ, 
aceste axe fiind perpendiculare unul pe œ Oy iar celălalt pe XOY. 

In sfârşit rotația în jurul axului OZ, considerat ca fix, 
învârteşte sistemul XOY în planul său, care conține pe OA, 
până când axul OX face cu OA unghiul ọ. 

Unghiurile p, 0 şi p vor fi socotite ca pozitive cu înce- 
pere dela OX, Oz şi OA, când rotaţiile în jurul celor trei 
axe Oz, OA şi OZ, care produe aceste unghiuri, vor avea sen- 
sul direct, adică dela stânga la dreapta; în cazul contrariu ele 
vor fi socotite ca negative. 

Pentru a poa mişcarea solidului, va fi de ajuns să 
exprimăm pe p, 0, o zise variabilele lui. Euler, în funcţie 
de timp. l 


2. Ecuațiile mişcării. Acestea se obţin după cum se ştie, 
înlocuind în condiţiile de echilibru 1) 
(yZ! —zY')=0, D(eX'—xZ)=0,  »(aY'—y%)=o 
pe X', Y', Z', care reprezintă componentele uneia oarecare 
dintre forțele direct aplicate, prin 


' da | d2y A m Rz 
S a a a A 


Ecuațiile mişcărei sunt prin urmare 
Seo Aen 
(1) n (e eM 
În Can a N 


în care L', M', N' reprezintă proecţiile pe axele fixe ale mo- 
mentului elan al forie a direct aplicate în raport cu ori- 
gina O, adică 

1) Yyy M'= 50% w Z), N'= 2 (v Y'— y X’). 


1) Insemnăm componentele forţelor prin litere cu aocent, xezervând no- 
atjunea X, Y, Z pentru cordonatele punctelor în raport de sistemul mobil. 


— 341 — 


Cordonatele æ, y, z ale unui punct în raport de axele 
fixe, se exprimă în funcţie de cordonatele X, Y, Z ale aceluiaşi 
punct în raport de axele mobile, prin relaţiile cunoscute 

LaK +A aZ 

y= bX +Y +52 

z= cX+teY+e'Z 
în care cele nouă cosinururi œ, b, c, „.. sunt exprimabile în 
funcție de cele 3 unghiuri ale lui Euler: v, 0, e. 

Inlocuind pe v, y, z, în ecuaţiile (1) prin valorile de mai 
sus, cele 9 cosinusuri fiind înlocuite prin vălorile lor în funcție 
de 4, 0, p, ajungem la expresiuni ne-depinzând decât de timp, 
de derivatele unghiurilor p, 0, y și de coeficienţii elipsoidului 
de inerție al solidului raportat la axele mobile, coeficienți ce 
trebuesc priviţi ca nişte constante cunoscute, 

Obţinem astfel trei ecuaţii diferenţiale de ordinul al doilea 
care integrate ne dau valorile în funcţie de timp a celor 3 ya- 
riabile 4, 0, ọ şi prin aceasta, problema mişcării se găseşte 
complect rezolvată. 

Acest fel de a proceda „dă însă loc la calcule lungi şi 


penibile care se evită prin introducerea a trei variabile auxi- 
liare. să 


3. Variabile auxiliare. Aceste variabile sunt cele trei pro- 
ecţii p, 9, r ale vectorului rotației instantanee a solidului pe 
axele mobile OX, OY, 0Z)). 

Problema mişcării se rezolvă atunci în felul următor: 

"10, Se stabilesc, după cum se va vedea mai jos, ecuațiile 
diferențiale la care trebue să satisfacă p, q, r5 

20. Se stabilesc relaţiile care leagă pe p, qg, r de v, 6, e. 

Se obţine, procedând astfel, un sistem de 6 ecuaţii dife- 
renţiale de ordinul întâi care urmează a fi integrate, ţinându-se 
seama de condiţiile iniţiale. 


1) Reamintim din Cinematică, pag. 149, că rotația elementară a unui 
solid în jurul unui punet fix, este o rotație elementară în jurul unui ax 
trecând prin punctul fix, numit aa instantaneu de celati: pe care se poartă 
vectorul rotației, 
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4. Ecuațiile lui Euler. Pentru a obţine ecuaţiile la care 
trebue să satisfacă p, q, © sub forma simplă dată de Euler, 
vom lua ca axe OX, OY, OZ cele trei aze principale de iner- 
ție ale solidului pentru punctul O și vom serie, potrivit teo- 
remelor generale ale Dinamicei, că viteza extremității vecto- 
rului, care reprezintă momentul rezultant al cantităților de miş- 
care în raport de O, este egală în proecţie pe fiecare din axele 
OX, OY, OZ cu proeeţia respectivă a momentului rezultant al 
forțelor aplicate solidului, în raport de O. 


a). Momentul rezultant al cantităților de mișcare în raport 
de O. (Momentul cinetic). 


Proeeţiile vitezei unui punct oarecare al solidului pe axele 
mobile OX, OY, OZ fiind!) 
(2) v= qA TY; DA rX — pZ, vw pY —9X 


momentul cantităţii de mişcare a punctului are ca proecţii pe 
aceleaşi axe 


m (Yoz — Zv; ), m (Zvoz — Xv), m (Xv — Yv; ) 
sau, înlocuind pe vg, vy, ð; prin valorile lor, 
m |Y (pY—9X)-Z(rX—p2)] , m [Z (9Z—rY)—-X (pY —4X)] , 
m [x (rX —p2) —Y (qZ— rY)] 3 
In consecință proecțiile momentului rezultant OK vor fi: 
QK, = pă m (Y? + Z?) — qE m XY — rË m XZ 
OK, = qÈ m (Z? +X’) — ră m YZ — p m YX 
OK, = ră m (X? + Y”)— pă m ZX — q% m ZY 
sau, utilizând coeficienții elipsoidului de inerție, 
OK, = Ap — Fq — Er 
Fig. 182 OK, = Bg — Dr — Fp 
OK, = Cr — Ep — Dg. 
Ori, prin ipoteză, axele OX, OY, OZ fiind chiar axele 


1) Cinematica, pag, 155, 


principale de inerție pentru punctul O, coeficienţii D, E F, sunt 
nuli, aşa încât 


OR, = Ap, OK, = Bg, OR, = Or 
OK? = Azp? + Bag? + 0r? , 


b). Momentul rezultant al forțelor aplicate solidului, în 
raport de O. 

Forțele aplicate se compun din forțele date, adică forțele 
direct aplicate, şi acțiunea necunoscută a punctului O asupra 
solidului. Ori momentul acesteia din urmă în raport de O fiind 
nul, momentul rezultant al sistemului de forțe se reduce la 
acela al forțelor direct aplicate. Fie OH acest moment și L, 
M, N proecţiile sale pe cele trei axe OX, OY, OZ. 

c). Pentru obținerea ecuaţiilor lui Euler, trebue să expri- 
măm că proecţiile vitezei absolute a punctului K pe axele OX, 
OY, OZ sunt egale cu proecțiile vectorului OH pe aceleași axe. 

Ori, viteza absolută a punctului K este suma geometrică 
a vitezei pe care o are acest punct în mișcarea sa relativă faţă 
de sistemul mobil OXYZ şi a vitezei de antrenare. 

Cordonatele punctului. K faţă de sistemul mobil fiind 


Ap, Bg, Or 
viteza, sa relativă are ca proecţii pe aceste axe 
dp da jii 
A dt 3 B dt > [9 dt 


Pe de altă parte, viteza de antrenare a punctului K are 
ca proecții pe axele mobile, ca ori care punct al solidului, 


qZ —rY, rX— pZ, PY- 
în care va rii să facem 
X = Ap, Y= Bq, Z=0r. 
Deci, aceste proecții sunt 
(0 — B)gr, (A = 0)rp» (B — A) pq- 


Exprimând acum că proecțiile vitezei absolute a punctului 
K, pe axele OX, OY, OZ, sunt egale cu proecţiile vectorului 


a i 
roti ar Pi e 7 a 
ary PEN 
al ANRE ANR dt ri aa Dome 
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OH. pe aceleaşi axe, obţinem, potrivit celor de mai sus, cele 
trei ecuaţii 


A (0-8) qr = L 
cl 
(3) B A (A —G)rp=M 


dr 
o ar + (B—A)pg= N. 
Acestea sunt ecuațiile lui Euler. 


5. Relaţiuni între componentele p, g, și unghiurile p, 0, e. 
Pentru a obţine aceste relaţiuni, vom exprima că mişcarea ele- 
mentară „a solidului, adică rotația elementară în jurul axului 
instantaneu, este echivalentă. celor trei rotații elementare de 
unghiuri d, d, dep executate în jurul axelor Oz, OA, OZ. 

Ori, rotația în jurul axului instantaneu se poate descom- 
pune în trei rotații elementare în jurul axelor OX, OY, OZ 
caracterizate prin vectoarele de rotații p, q, r iar, pe de altă 


parte, vectoarele rotaţiilor elementare în jurul axelor Oz, OA, 
dy „dd, de. . 
OZ sunt ei de de 


Pentru a exprima că cele două grupe de câte 3 veotoare de 
rotații sunt echivalente, vom scrie că proecţiile lor pe trei axe 
oare care sunt egale. Să efectuăm aceste  proecţiuni pe cele 3 
axe OA, OB, OZ, axul OB fiind dus perpendicular lui OA în 
planul XOY. ; 

Vom observa pentru aceasta, că dreapta OA. fiind perpen- 
diculară pe fiecare din dreptele OB, Oz, OZ, aceste trei drepte 
sunt coprinse în acelaşi plen, aşa că cosul BOz este egal 


T 
cu TIER 0. 
Promenad cele trei proecţiuni găsim: 
100) do 
ar LI 008 pi a ala 


d dle ER r La 


= 945 = 


Acestea sunt relațiile căutate, E 


le pot fi pune și aub forma 
următoare: 


db dy , f 
p n di 008 Pt “d ain 0 ain P 


E d. | dy , da 
q= — ga sint g ain 0 cosp 


t= 3 + S cos 0. 

In rezumat, compo- 
nentele p, g, r și unghiu- 
rile p, 0, p satisfac ce- 
lor 6 ecuații (3) și (4) 
care constituese împreună 
un sistem de ecuaţii: dife= 
renţiale simultanee de or- 
dinul întâi. 

Integralele generale y 
conțin 6 constante arbi- 
trare care se determină 
dându-se valorile inițiale y „Aita X 
ale celor 6 necunoscute, Fig. 188 


Din punct de vedere mecanic, problema mișcării unui 
solid în jurul unui punct fix este deci rezolvată. Nu este însă, 
tot astfel și din punct de vedere analitic, căci nu se ştie a se 


integra, sistemul de ecuaţii diferențiale decât numai în unele ca- 
zuri particulare, 


6. Expresia forței vii. Avem 
2T = Im = Em (or? + vy? + o?) F 
adică, potrivit egalităţilor (2) koi : 
2T = Èm. (92 — 1Y)? + (rX — pZ) (pt — qX)’: 
Desvoltând şi utilizând coeficienţii elipsoidului de inerție 


găsim 
(5) 2 T = Ap" + Bo 0 — 2 Dor — 2 Erp —2 Fog. 


— 346 — 


Mai putem obţine acest rezultat altfel. Insemnând prin o 
viteza, unghiulară instantanee de rotaţie şi prin I momentul de 
inerție în raport de axul instantaneu, avem, după cum se știe, 


(6) 2T=lo. 


Insă, dacă însemnăm prin œ, 6, y unghiurile directoare 


ale axului instantaneu, teoria momentelor de inerție procură 
relaţia 


I = A cos? æ + B cos? 3 + C cos? y — 2 D cos ẹ cos y 
— 2 E cos Y cos æ — 2 F cos 4a cos ĝ 
şi, cum 


i 
cosa = -f , cosf = -1 , COSR aa 
aplicaţia ecuaţiei (6) ne conduce la formula (5). 

Dacă axele OX, OY, OZ sunt axele principale de inerție, 
expresia forței vii se reduce la 


2T = Ap? + Bọ? + Cr2. 


7. Considerațiuni importante asupra momentului rezultant al 
cantităților de mişcare în raport de punctul fix, Fie: 


OI, axul instantaneu de rotație, dus în sensul vectorului 
rotației, şi M punctul de cordonate X,, Yı, Z, unde acest ax 
străpunge elipsoidul de inerție al solidului pentru punctul fix O; 

P, planul tangent la elipsoid în punctul M, și MN nor- 
mala elipsoidului din acest punct; 

OK, momentul rezultant al cantităților de mişeare în ra- 

“port de O. 


Vom demostra că momentul OK : este perpendicular pe 
planul P. 

In adevăr, cosinusurile directoare ale momentului OK sunt 
respectiv proporţionale cu proecţiile Ap, Bg, Or ale acestui 
moment pe axele OX, OY, OZ. 


Pe de altă parte, ecuaţia elipsoidului de inerție fiind 


AX? + BY? + 02? = 1 


E 


ecuația planului tangent din punctul M este 


şi cosinusurile directoare ale normalei M la elipsoid sunt deci 
proporţionale cu AX,, BY,, CZ.. 

Insă proecţiile X,, Y,, Zu ale 
vectorului OM fiind evident proporţio- 
nale cu proecţiile p, q, r ale vectorului 
rotației o, vedem că cosinusurile direc- 
toare ale normalei MN sunt propor- 
tionale cu Ap, Bg, Cr adică cu cosi- 
nusurile directoare ale momentului OK. 
De aci, următoarea teoremă: 


Fig. 184 


Momentul rezultant al cantităților de mișcare OK , este 
perpendicular pe planul tangent elipsoidului de inerție dus prin 
punctul unde axul instantaneu de rotaţie străpunge elipsoidul. 


Cazul când elipsoidul de inerție este de revoluţie. Fie OZ 
axul de revoluţie și OI axul instantaneu de rotaţie. Luând ca 
plan al figurei planul ZOI, vom observa, că elipsoidul de iner- 
ţie fiind de revoluţie, planul tangent în M elipsoidului este per- 
pendicular pe planul figurei. Rezultă că momentul OK al can- 
tităților de mişcare este perpendicular pe tangenta MT, dusă 
curbei meridian6 a elipsoidului de iner- 
ţie din planul ZOI, și este prin ur- 
mare situat în acelaşi plan cu OZ 
şi Ol. i 
Fie P punctul unde axul in- 
stantaneu întâlnește perpendiculara SP 
ridicată din S pe axul OZ şi P' 
punctul de intersecţie al aceleiaşi per- 
pendiculare cu paralela OP’ dusă tan- 
gentei MT. Dreptele OP şi OP! fiind 
“conjugate, se ştie din Geometrie că 


Fig. 185 


avem egalitatea 
SP . SP' = a° 


me AB i 


însemnând prin a semi-axul cel mic al elipsei, cel mare fiind 
OS = o(!). 


Ori, pe figură, 


SP = ctgs, SP! = ceotg h 


deci 
SPa S Pham 02,482, 3,02 
tgi 
şi prin urmare 
tge ER a A y tge sat: C(2) 
tey > Său încă Tale 


de oare ce, după cum se. ştie, 
= aa Aalto 
VERI Ala lo ase 

Aşa dar, în cazul când elipsoidul de inerție este de revo- 
luție, momentul rezultant 'al cantităților “de mișcare rămâne ne- 
contenit coprins în planul format de axul de revoluție al elipsoi- 
dului și axul instantaneu de rotaţie, iar unghiul m rămâne de 
aceiași ordine de mărime ca, s. 

In particular, dacă axul instantaneu de rotaţie OI rămâne 
pe timpul mişcării foarte vecin de axul de revoluţie OZ, mo- 
mentul OK va rămâne și el tot foarte vecin de acest ax şi 
coprins în “planul ZOI; dacă însfârşit e = o, atunci şi 1) = o. 
Acest din urmă rezultat ne este cunoscut dela Nota din josul 


acesta ar fi OS — c, celălalt fiind a. 

(2) Putem dealtfel calcula separat valorile tangentelor 
celor două unghiuri e și m. Fie în adevăr Ol= ù vectorul 
rotației instantanee şi OK momentul cinetie în raport de O. 
Cum proecţiile lui OI pe axele OX, OY, OZ sunt p, Q, r iar 

„ acelea ale lui OK sunt Ap, Ag, Cr, căci elipsoidul de iner- 
: tie fiind de revoluție, B este egal cu A, vedem că 


) 6) Dacă axul de revoluţie OZ ar fi axul cel mic al elipsoidului, atunci 


I.D pi qi KE AVP 
AA UOA BAA ARE nt Dă 
1 OD KAES OE Cr 


Când p’ -+ g =o, avem în același timp s=oşim=o, OI şi OR 
eoincizând atunci cu OZ, 
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paginei 326, unde s'a arătat, că pentru ca, momentul cinetic în 
raport de un punct O al axului de rotaţie să fie identice cu 
momentul cinetic în raport de acest ax, trebue ca axul de ro- 
taţie să fie principal de inerție pentru punctul O. Cu alte cu- 
vinte, dacă OZ este principal de inerție pentru punctul O și 
deci ax al elipsoidului de inerție pentru acest punct, și, dacă, 
rotația se execută în jurul acestui ax, atunci momentul cinetic 
în raport de O coincide cu axul de rotaţie, 


II. CAZUL CÂND FORŢELE APLICATE ADMIT O 
REZULTANTA CARE TRECE PRIN PUNCTUL FIX. 


Acesta este, spre exemplu, cazul unui solid supus numai 
acţiunei greutăţii și mobil în jurul centrului său de greutate, 
considerat ca, fix 1). $ 


Rezultanta forțelor aplicate putând fi socotită ca lucrând 
în punctul fix: 


a). Componentele L, M, N sunt nule şi ecuațiile lui Euler 
devin: 


(1) B y t(4A—Orp=o 


C © + (B-A)pg— o: 
_b). Travaliul forțelor aplicate este nul şi prin urmare 
forţa vie a solidului este constantă, adică avem 
(2) 2T = Ap? + Bg? + Cr = H. 
însemnând prin H o constantă. Ppa Saa 


c). Momentul rezultant al cantităților de mişcare, în raport 
de punctul fix, este um vector constant și ca mărime și ca po- 
ziție, căci viteza extremității acestui vector, fiind egală cu mo- 


1) De asemenea cazul unui solid având un punot fix şi neaoționat de 
nici o forţă, 


epairen 
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mentul rezultant al forțelor aplicate, este nulă, Avem deci, în- 
semnâud prin K o costantă, 


(3) Ap? + B??? + 0272 = R2, 


1. Integraţiune (Jacobi). 1). Pentru determinarea mișcării 
solidului, trebue să integrăm 'sistemul de ecuaţii (1) adică să 
găsim expresiile variabilelor P, q, 7 în funcţie de timp. 

Ori, dacă înmulţim cele trei ecuaţii, la rând, cu p, gr 
şi le adunăm, obţinem 

dp da dr 
Ap ar t Bg ap + Or a 
deci, integrând, i | 
Ap? + Bọ? + Cr? = H 
care nu este altceva decât ecuația (2) de mai sus. 
Inmulţind respectiv aceleaşi ecuații cu Ap, Bg, Cr şi 
adunând, găsim 
dp > dq dr 
Apar + Bg ap + Or = 
şi integrând 
i Ap? d, B?g? e C2p2 = K2 
care este ecuația (3). i 

H şi K sunt două constante ale căror valori sunt deter- 
minate în funcție de componentele Po, go, To 
de rotație prin egalitățile 

(2) bis Apo + Bg? + Cr? = H 

(3) bis A*po + Beg? + Or? = K?. 

2). Să deducem mai întâi din ecuaţiile (2)bis şi (3)bis 
câteva, consecinţe de care ne vom servi. Avem 

K? — AH = B (B — A) g? +O (C — A) n? 

. K?’ — BH=0(0 — B) r? + A (A — B) pe 

K? — CH = A (A — C) p? + B (B= O) q? . 
Dacă „presupunem 


ale vitezei inițiale 


A<B<C 
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relaţiile precedente arată că avem 
K? — AH >o şi K? — CH < o. 


In ceea ce priveşte diferența K? — BH , aceasta se com- 
pune dintr'un termen pozitiv şi un termen negativ aşa că sem- 
nul ei nu se poate cunoaşte mai de dinainte; valoarea acestei 
diferențe va putea, deci să fie pozitivă, 
trivit condiţiilor iniţiale ale mişcărei. 

3). Să trecem acum la metoda de întegraţiune . Ea constă, 
în eliminarea a două din variabilele P, q, T între. ecuaţiile (2) 
şi (3) şi una din ecuaţiile (1). Se obţine astfel o ecuaţie diferen- 
țială care determină pe variabila a treia. Noi vom elimina, pe 
p Şi r pentru ca să putem calcula mai întâi pe q, componentă 
a vectorului rotației instantanee pe direcţia axului mijlociu al 
elipsoidului de inerție. A 

Rezolyind ecuaţiile (2) şi (3) în raport pe p? şi 72, găsim 


[] ie 
nulă sau negativă, po- 


2 CH- K BG! Biy 
9 R A(C=A) 
E KAM BBA NE 
(5) r = ED aa 
şi substituind aceste valori în a doua dintre ecuaţiile (1) pusă 
sub forma, - i 
; e E 
di e apr A 
obţinem : 
E B VAC dq 


VICE 2] BIC Bla VIE AH] B(B—Ale 


iar, cum dt este pozitiv, se va lua pentru membrul al doilea 
semnul -|- sau — după cum dg va fi pozitiv sau negativ. 
Ecuația precedentă se poate serie 


| _B.VAC. 
(6). ati d= E VICE = KK — AH] 


dq 


` 
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N . . . 
Să facem acum schimbarea de variabilă 


- i CH =K? 
(7) q=u B(C— B) ` 
Substituind în ecuația. (8) și punând pentru prescurtare 
A JBA (CHK 
(8) “der V (C= B) (R2— AH) 

= + 1/(C—B) (R2— AH) 
(9) TE ee 

se obține 
du 


a VO Suma) 

Integraţiunea acestei ecuaţii diferenţiale, care depinde, de 
funcțiuni eliptice 1) ne dă pe u în funcţie de + și de o constantă 
arbitrară a. 

Inlocuind în formulele (4) și (5) pe q? în funcție de u? 
potrivit ecuației (7), ayem j 


CH— K? i 
PACA (| zi) 


p= CE (> mie). 


Ajungem astfel la următorul sistem, care din punct de 
vedere analitie dă soluţia complectă a problemei: 


ACHES L 
po ic Vie 


(10) Qi B(C=B)` X 
r SE i e VI mana 


Constantele arbitrare în număr de trei sunt H, K şi a. 
(4). Cum, prin ipoteză, A < B << 0, radicalii din formulele 
(8), (9) şi (10) sunt toţi reali. 


1) Integrala membrului al doilea este o integrală eliptică de prima 
speță, 


Pe de altă parte, pentru ca valoarea lui m să fie mai 


mică decât unitatea, așa după cum se presupune în teoria 
funcţiilor eliptice, trebue să avem 


(C — B) (K?— AH) > (B—A) (CH —K?) 
adică 
(C — A) (K?— BH) > o 
inegalitate, care din cauză că diferența C— A este pozitivă, 
se reduce la 
K? — BH > o. 


In cazul contrariu, adică dacă avem K?— BH < o, atunci 
în loe de schimbarea de variabilă (7) vom lua 


E y K?:— AH 
1 B (B—A) 
şi valoarea respectivă a lui m fiind 
m NVA CE BEAR) 
TGEA] 


este mai mică decât unitatea. Pentru n yom lua în acest caz 
4 GEWIG 
EvE an V SE NBC A 
Sistemul (10) ia forma 


— K2 — AH 
VI= m , q= 2035 Aa 


Ne rămâne de examinat cazul când K2—BH=o. In. 
acest caz, făcând pe K? egal cu BH, vedem că valoarea lui m 
se reduce la unitate-iar ecuaţia (6) devine 


B VAC dga. 
d= E TEN qi E qi 


Dacă. facem schimbarea de variabilă q = u VE obtinem 


24468.—25 
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Hi aoe AB Ceg sy dws 
dt (0225) (BA) Tai 
sau, mai simplu, 


(11) oa a 
punând 


n aA CEBIGEAH. 
T ABC 


Integrațiunea ecuației (11) ne dă 


ata Log Lets 


1—u 
de unde 
Iu _2(mt+e) 
1—u 
şi prin urmare 
nt + e —nt—e 
Mei ere + e TD E 
Avem deci 
A Ei nt + e — nt —'e 
V H e at 
d ANT nt + e ice, NE 
Şi, potrivit ecuațiilor (4) şi (5) în care înlocuim pe K? prin BH 
= VESD ae 2 
P VACN EE ez e 
ni gasgolen ABean Aaa i 
ala BEANA 2 


( tF Te n 


Se vede, că dacă anu] creşte indefinit, p şi” r tind către i 


zero, pe când d tinde către Va o Ori, d corespunde axului 
mijlociu de inerție, deoarece s'a presupus A sa B <C: Asa gan: 


E] 


Când K*—BH este nul, adică în cazul când componentele 
vitezei unghiulare iniţiale pe axul cel mare și pe axul cel mic al 
elipsoidului de inerție satisfac condiției 


A (B— A) p? =C (O> B)ir,? 


axul instantaneu de rotație tinde, când timpul creşte indefinit, către 
axul mijlociu de inerție. 


Li 


5). In rezumat, când L, M, N sunt nuli, ori care ar fi 
diferența K”? — BH , putem determina pe p, q, r în funcţie de 
timp. 

Trebue să caleulăm acum pe Q, 6, e. 


2. Caiculul unghiurilor y, 6, e. Să luăm ca ax fix Oz, 
vectorul momentului, rezultant al cantităților, de mișcare în raport 
de O, care ştim că rămâne 
invariabil şi ca poziţie și 
ca lungime pe tot timpul 
mișcării. Fie OK acest vec- 
tor şi să însemnăm ca şi 
mai sus prin litera K lun- 
gimea Sata | 

Proecţiile js OK. fc, A 
axele mobile OX, OY, OZ. p/ / 
se ştie că sunt cil cu Pe GA 
Bg, Or. Ajutându-ne de fi- ` 
gură, să calculăm [direct a- 4 
ceste proecții şi să egalăm apoi remltaele dobândite cu Ap, 
Bg, Cr. 

Pe OZ și OB prosețiile, lui OR sint dosa şi K sin 9. 
Din proecţia pe OB deducem proecțiile pe OX şi pe OY care, 
potrivit figurei, se vede că sunt egale cu K sin Osiny şi K sin 


Rie, 187 


cos.9. Avem deci jegalităţile gcs m iD so sia smi 
i Hosters HOPER sin O'sin p= Ap haguna. ab j 3 
(12) ; K sin 6 cose = Bg rii 


iK cœos9 = Or. 
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Aceste egalităţi permit de a calcula pe 6 şi e în funcţie 
de timp, de oare-ce p, q, r sunt cunoscuţi, 
Pentru a avea pe p, să reluăm formula generală 


sin 0 d psing + q cos e 


și să înlocuim în ea pe sin ? și cosp prin valorile deduse din 
- egalităţile precedente, Obţinem 


(13) K sin? 0 ŽE — Ap? + Be. 
Insă, pe de o parte, ultima din egalitățile (12) ne dă 
Sno SESS 


iar pe de altă parte, din integrala (12) deducem 
Ap’ + Bọ? = H — Op! 
Ecuația (13) se poate deci serie 


\ dy H — Cr? 
(e) O R= 
şi membrul al doilea- fiind o funcţie cunoscută, de t, se va de- 
duce 4 printr’o cuadratură. 


t 


3. Caz când elipsoidul de inerție este de revoluție. Fie OZ 
avul de revoluţie, Oz coincizând ca şi mai sus cu vectorul mo- 
mentului rezultant al cantităților de mişcare în raport de O. 
Avem atunci B= A şi ecuațiile lui Euler devin 


| AT + (0—A)rg=o 


dq i S 
| Ü 209] Aa za i +) Ei a 
(Opg. i orq sdr 
lak Ar ELS 


Ultima ecuație ne dă r = const. Celelalte două formează 
un sistem de ecuații lineare cu coeficienți constanți. Dacă pu- 
nân ff: pa Greta, 

10 59 A 
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derivăm pe cea dintâi și înlocuim în derivată pe Sa prin valoarea, 
dedusă din ecuaţia a doua, găsim 


d2p 
dă ip 


ecuaţie, a cărei integrală generală știm că este 
p = bcos (nt + e) 


6 şi e fiind constante arbitrare. Pe de altă parte, cum 


ser = np = nB cos (nt + s) 
deducem 
q = Bsin (nt + s)”. 

Rămâne să determinăm unghiurile lui Euler prin formulele 
dela paragraful precedent. 

Ultima, dintre egalitățile (12) dă 

cos0 = Sr adică 0 = const. 

Celelalte două egalităţi, divizate una prin alta și făcând 

în ele pe B egal cu A, ne da E o ti A 


SPT 
i 


e e Dan de eta 
si, înlocuind pe p şi q prin expresiile de, mai sus, |; 
tgp = cotg (nt +e)! sau peaa (nt +e): | 
Insfârşit formula (14)se boat în felul următor: Din 
integralele (2) şi: (3)pradieăns sijssilga #9 titobs al. mii? 
a Ap Bg? OH g TA F Bag 2. 0 =K? 
deducem, făcând pe B egal an A, PE sa à bang sia 
H — Qp2 EN (p? + g) i şi X iKi — r = A? (p? m 48). ; 


1) Avem deci p’Hg?=p?—const: și prin urmare wp g Hi const, 
Viteza unghiulară a rotației” instantaneo, este astfel iși lea constantă pe tot 
timpul mișcării, Vectorul w al, acestei rotații este cuprins; după cum se ştie 
în planul 207, : -> 
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Introducând aceste valori în formula (14) obţinem 


dy K 


In rezumat, însemnând prin po; 8, Y valorile iniţiale ale 


Cakir p, 0,19 şi observând că Yọ = = — e, avem 


K A 
a ap Se 0 = ð , Va GEO pc. 


Aceste formule stabilesc, că axul de revoluție al elipsoi- 
dului de inerție descrie cu o mișcare uniformă un con de re- 
voluție în jurul vectorului fiz al momentului rezultant ! al 
cantităților de mpeane 1), în timp. ce solidul se învårteste cu o 
miscare uniformă, în jurul axului de revoluție. 


METODĂ GEOMETRICĂ. 


Poinsot a datio formă geometrică teoriei rotației unui 
solid în jurul unui punct fix în cazul particular de care ne am 
ocupat până acum, adică acela când forțele direct aplicate admit 
o rezultantă care_trece necontenit prin punctul fix, sau când nu 
există forțe direct aplicate, rotația având loc. numai în virtutea 
unor condiții inițiale de mişcare a solidului. 

Studiul făcut de Poinsot nu se bazează pe stabilirea prea- 
labilă a ecuaţiilor lui Euler; toate proprietățile mișcărei se de- 
due numai din aplicația ecuațiilor generale ale Dinamicei, printr'o 
serie de consideraţiuni pur geometrice. 

Ştim în adevăr că aplicaţia ecuaţiilor generale ale Dina- 
micei la cazul considerat, conduce pe de o parte la concluzia 
că forţa vie a sohidului este constantă pe tot timpul mișcării, ceea 
ce corespunde ecuaţiei 


(1) Io =H sau Ap? Bg? + Cr =H 


1) Dreapta OA fiind perpenniculară pe planul z0Z, viteza unghiulară 
a rotației acestui plan în jurul axului Oz este egală cu. viteza unghiulară a 


a apă ANEI a SA GTA E bucata T 
rotației dreptei OA în jurul aceluiași ax Oz, adică egală cu a: 
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iar pe de altă parte la concluzia că momentul rezultant al can- 
tităților de mișcare în raport de punctul fix păstrează necon- 
tenit în spațiu aceiaşi mărime și aceiași direcție, ceea ce se 
exprimă prin ecuația 

(2) A?p? + B??? + Cr = R?. 

Aceasta stabilit, fie întrun moment oarecare: 

OX, OY, OZ axele principale de inerție ale solidului 
pentru punctul fix O; 

M punctul numit pol de către Poinsot, unde axul instan- 
taneu de rotaţie, dus în sensul vectorului rotației, întâlneşte elip- 
soidul de inerție; 

I momentul de inerție al solidului în raport de axul in- 
stantaneu; 3 ; 

p lungimea razei vectoare OM. 

Avem, prin definiția însăşi a elip- 


soidului de inerție p = deci I= i i 


Introducând această valoare în inte- 


grala (1) a forțelor vii, obținem Pe H 
de unde 3 

(Dza de NE 

Conchidem: Teorema |. Viteza unghiulară a rotației instan- 
tanee este proporțională cu distanţa punctutui fix Ia pol. 

Z vrag Să considerăm, pe de altă parte, 
planul tangent elipsoidului de inerție 
în punctul M. După cum am demon- 
strat la pag. 347, normala în M dusă 
acestui plan este “paralelă cu mo- 
mentul rezultant al cantităților de 
mişcare în raport de punctul fix, care 
ştim că este un vector de direcție in- 


Fig. 188 


Fig. 189 


variabilă. 


Deci: Teorema II. P/anul tangent în pol elipsoidului de inerție 


are totdeauna aceiași direcție. 


960) = 


Să calculăm  însfârșit distanța d dela origină la planul 
tangent. Avem 

E V 

V ap + Bg F Cr 


sau, ținând socoteală de relația (2) 
H2 va adică d = const. 


Aşa dar: Teorema Ill. P/anul tangent în pol elipsoidului de 
inerție, rămâne totdeauna la aceiași distanță de punctul fix. 


Prima reprezentare geometrică a mișcării. Din teoremele 
II şi II rezultă că planul tangent considerat este complect fix. 
Ne putem deci reprezenta mişcarea solidului, invariabil legat 
elipsoidului său de inerție pentru punctul fix, imaginând: 

1° că acest elipsoid, al căruia centru O este fix, rămâne 
în contact cu un plan fix P; 

~ 2 oă el se învârteşte în fiecare moment în jurul dreptei 
care uneşte centrul O cu punctul de contact M; 

30 că însfârşit vectorul w al rotației este proporțional cu 
lungimea OM. 

A doua reprezentare geome- 
trică a mișcării. Fie S locul geo- 
metric al punctelor din planul P 
care devin succesiv puncte de con- 
tact şi © locul acelora de pe 
elipsoid care vin succesiv să coin- 
cidă cu cele dintâi. 

Unind punctul fix O cu fie- 
i „care din punctele celor 2 curbe S 
şi S', obţinem două conuri, dintre care cel dintâi este un con 
fix și reprezintă locul poziţiilor axului instantaneu în spaţiu. 
Celălalt con este mobil odată. cu solidul şi reprezintă locul drep- 
telor invariabil legate solidului care devin succesiv axe instan- 
tanee de rotaţie. Si 


Fig. 190 
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După cum știm din Cinematică (pag. 149) mișcarea soli- 
dului poate să fie produsă prin rostogolirea conului mobil pe 
conul fix. 

Curbele S' şi S poartă respectiv numele de polodia și 
herpolodia lui Poinsot. 

In cazul particular când elipsoidul de inerție este de re- 
voluție, raza vectoare p este constantă de oare-ce punctele elip- 
soidului care devin succesiv puncte de contact cu planul P sunt 
toate situate pe acelaşi paralel al acestui elipsoid aşa că her- 
polodia se reduce la un cere. Cum pe: figura de mai sus avem 

r? = p? — d? 
rezultă că şi r este constant, adică polodia este și ea tot un 
cere, descris din punctul D ca centru. Cele două conuri sunt 
deci de revoluție şi ele se rostogolese unul pe altul cu o miş- 
care uniformă, căci p fiind constant viteza unghiulară a rotației 
instantanee este și ea constantă potrivit teoremei I. 
Notă. Fie a, b, c lungimile semi-axelor elipsoidului de 
inerție. Să presupunem a > b> c. Avem i 
(7 = aiba. , (= aa , te = LM o 
vV VB VC 
Să vedem la ce se reduc în mod geometrie inegalităţile 
cunoscute: A rii 
K2—AH>o şi K2—0H <o. 
In acest scop, plecăm. dela egalitatea mai sus obţinută 


H A z 
d= o care ne dă K? = = . [ntroducând această valoare, 


prima dintre inegalităţi devine 


1 
DL — AH >0 adică ds P ae 


Inegalitatea a doua devine la, rândul ei 
sau d >c. 


1 
R OH <o adică d> Fe 


1 că cele două inegalităţi în chestiune exprimă 
i fix la planul P tangent 


Vedem astfe 
pur și simplu, că distanța punetulu 
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elipsoidului de inerție, este coprinsă între semi-axul cel mare și 
semi-axul cel mie al elipsoidului, 


II. MIŞCAREA UNUI SOLID DE REVOLUȚIE, OMOGEN, 

ÎN JURUL UNUI PUNCT AL AXULUI SĂU DE FIGURĂ. 

1. Definiţii. Vom lua axul de revoluţie ca ax mobil OZ. 
Elipsoidul de inerție pentru punctul O fiind şi el de revoluţie 
în jurul lui OZ avem B=A. 

Se numeşte: 
ecuator, planul XOY al cca principale egale; 
linia nodurilor, intersecţia OA a ecuatorului cu planul fix 20; 
precesiune, rotația solidului în jurul axului fix Oz, viteza de 


precesiune fiind viteza unghiulară = a liniei nodurilor în 


jurul axului Oz, care este de altfel viteza unghiulară de 
rotaţie a planului ZOz în jurul lui Oz; 
nutaţiune, rotația solidului în jurul liniei nodurilor, viteza de 


8 a a . ~ dì p a 
nutaţiune fiind viteza unghiulară, = a axului de revoluţie 
în jurul liniei nodurilor; 

rotaţie proprie, rotația solidului în jurul me său de rolate 


OZ, viteza de rotație proprie fiind € 


2. Schimbare de variabile. Ecuatiile ala sunt cele trei 
ecuaţii ale lui Euler, ; T- care facem B = A, adică 


ye P + (C—A)gr=L 
Gy ASI —(0— Apr = ; 


; l 04, miN 
la care se adaogă cele trei iai de corespondență 
dd 
p cos p — qsin p = 4 
p sin ọ a q cos p = sin i“ 


pi x | Ene copii m d, 


(2) 
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Elipsoidul de inerție fiind de revoluţie, este avantajos de a lua 
ca axe mobile sistemul OZ, OA, OB, axul OB fiind per- 
pendicular pe OA în pla- 
nul XOY. Axele OA şi OB 
sunt în acelaşi timp mo- 
bile şi în solid şi în spaţiu. 

Să însemnăm prin 
p' şi q! componentele vec- 
torului rotației instanta- 
nee pe direcțiile OA şi 
OB. Expresiile acestor Y- 
componente se obțin proec- 
tând succesiv pe OA și 
OB, componentele piq 
de pe axele OX şi OY, 
ceea ce dă 

(8) a o IE g 

q = psmọ +qeosọ. 

De asemenea, însemnând prin L' și M' componentele pe 

OA şi OB ale momentului rezultant al forțelor aplicate, avem 


(4) 


Fig. 191 


L’ = L cosp — Min e 
M' =L sing + Mcosg. ; 
Deducem de altfel din ecuațiile (3) prin derivare, 
dp! i > pile ol ud „d 
pa = (cosp ri — sin 41) — q T 
6). Be 
dq! t d d 
a == (sin e ar cosp 47) ia Dă à 
Aceasta, stabilit, pentru a introduce noile variabile p’ şi g 
este suficient de a aduna cele două dintâi ecuaţii ale lui Euler 
înmulţite respectiv mai întâi cu cosp şi — sin p, apoi cu sine 
și cosg, Se obține, ţinând socoteală de relaţiile (3), (4) sì (6), 


d i 
A UP (0 Agr Ag aL 


(6) 


i d 3 
Afp (Om ape ARa N 
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iar pe de altă parte, cele două dintâi relații (2) se seriu 


(7) p = i ) g! = sin 0 i, . 
Ecuația a treia a lui Euler și relația treia dela (2) ră- 
mån neschimbate: 


8 OWN,  mcos6 H, 
dt a 


da 
Acestea sunt cele șease noui ecuaţii diferențiale ale mișcării. 


3. Eliminarea lui p', g', r. Dacă în cele trei ecuaţii ale 
lui Euler de aci mai sus, înlocuim pe p', d, r prin expresiile 
lor, obţinem trei ecuaţii diferenţiale care definesc în funcţie de 
t cele trei unghiuri $, 0, p. Aceste ecuaţii sunt următoarele: 


da ; aN fa aa dy „d 
A Sat (0— A) sin 0 cos (44) + Osin 0 ALU 


da dy od y 


di di dt dt 


| | aţi A $ oi (ciso a EENEN a 


Problema determina mișcării solidului este astfel redusă 
la o chestiune de pură Analiză. Obţinerea, samici dă însă loc 
la dificultăți ce nu pot fi învinse. Dacă totuși s'au putut rezolva 
unele probleme de acest gen, aceasta se datorează faptului că 
s'au putut înlocui una sau două din ecuaţiile (9) prin una sau 
două integrale de ordinul întâi, date de teorema momentelor 
cantităților de mişcare şi de teorema forţelor vii. Vom vedea 
mai departe un exemplu. 


(9) A sin 6 EOE ©) cos 0 a, 


; 4. Caz când solidul este supus unei singure forțe, aplicată 
într'un punct al axului de figură. Fie F forța şi S punctul ei de 
aplicaţie, situat pe: axul de revoluţie OZ la distanţa 1 de puno- 
tul fix O, 
Dacă însemnăm cu X', Y', Z componentele forței pe di- 
recţiile OA, OB, OZ, avem 
L = 1Y Mal, No. 
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N, fiind nul, ecuaţia a treia din sistemul (9) se inte- 
grează și ne dă, însemnând prin n_o constantă, 


(10) cos 6 Leupe 2 n adică r =n. 


Să presupunem, că solidul se 
invârtește cu o foarte mare viteză în 
jurul axului său de figură OZ. In 


de -. d 
acest caz = fiind foarte mare, ecuația 


AN d 
(10) se reduce sensibil la a = 40 
“şi, în mod analog, reducând primii 
membri ai celorlalte două ecuaţii 


ale sistemului (9) la valorile lor miep 
principale, găsim relațiile aproximative 
Pda dă 
(1) Onsint = 1, Cn% =- 1X. 


Aceste ecuații permit de a calcula pe 4 şi 6 când se dă 
X şi Y', şi invers. 


a). Mișcare de nutaţiune fără precesiune. Dacă presupunem 

că forța rămâne coprinsă în planul AOZ, avem Y! = o şi prin 
dy zale AS a 

urmare z; = 0 adică p — const. Rezultă, că axul de figură 
OZ se învârteşte în jurul dreptei OA, care rămâne fixă, cu o 


viteză unghiulară Ea dată de ecuaţia a doua din sistemul (11); 


acest ax se mișcă deci într'un plan fix perpendicular direcției 
forţei, motrice X' (planul BO2Z). Dacă X' este pozitiv, ~ şi 
n vor fi de semne contrarii, aşa că axul de figură se va apro- 
pia sau se va depărta de Oz după cum rotația solidului în jurul 
axului de figură va avea loc dela stânga la dreapta sau dela 


dreapta la stânga, Dacă X! este negativ, mişcarea se produce 
în sens invers, 


b), Mișoare de preceslune fără nutaţiune. Să presupunem 
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din potrivă că forța rămâne necontenit coprinsă în planul BOZ. 
Avem atunci X = o şi prin urmare ad = o adică 0 = const. 


Axul de figură OZ descrie deci o mişcare conică în jurul drep- 
tei fixe Oz, deplasarea lui fiind astfel perpendiculară direcției 

$ weg a i . dy Ș 
forței motrice Y!1). Valoarea, vitezei de precesiune A este dată 
în fiecare moment de prima din ecuațiile (11), care din cauza 


CR Ë y d SER > 
mărimii factorului n dă pentru A o valoare foarte mică. Dacă 


Y! este pozitiv rotațiile n şi a vor fi de, sensuri. contrarii, iar 
dacă Y’ este negativ rotația E va avea acelaşi sens ca rotația n. 

c). Solidul având o mişcare inițială de rotaţie rapidă în 
jurul axului de figură OZ, şi fără a fi supus acţiunii vre unei 
forţe, să acţionăm cu mâna acest ax făcându-l să descrie cu o 
mişcare uniformă un con de revoluţie în jurul axului fix Oz. 


: db . d A 
Voin avea a OF F = const. In consecință X’ = o. Rea- 
lizăm astfel cazul dela litera b) însă cu viteză de precesiune 
constantă, şi avem 


; Cn sind dy 
ca l SA 


Aceasta este forța care produce miş- 
carea conică şi care este egală şi direct 
opusă reacţiunii axului asupra mânei 3). 


„dy 


Dacă “di nu este foarte mic, reacţiunea 


Fig. 198, este foarte mare; paralelă cu OB, ea este 
i perpendiculară direcției în care se depla- 


+) Viteza, unghiulară a planului 207 în rotația din jurul lui Oa este 
egală cu viteza, unghiulară e a dreptei OA din planul Oy, această dreaptă 
fiind perpendiculară pe 207, ia al 
2) Putem serie 


Cn SUC 
gipsi Te a stn6) a) me PV 


însemnând prin V: viteza punotului de aplicaţie $. Forța. motrice este deot 
proporțională cu productul Vn și invers proporțională ou è, 
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sează axul. OZ, contrariu de ceea ce ar 


avea loc dacă n'ar 
exista rotația. 


Dacă rotația n are loc dela stânga la dreapta și voim să 


Si d $ £ JaA i 
realizăm un i de acelaşi sens, cum Y’ trebue să fie atunci 


negativ va trebui să tragem de ax în sensul OB/ pentru pro- 
. .. . . ‘ , 

ducerea mişcării conice în sensul voit, pe când dacă rotația n 

are loc dela dreapta la stânga (no) şi voim să realizăm 


da 5 dl ae ip j = 
aceiaşi mişcare LIS o) va trebui să împingem de ax în 


sensul OB pentru ca Y’ să fie astfel pozitiv. La prima vedere 


aceasta pare cu adevărat paradoxal, după cum la fel pare și 
rezultatul dela litera a). 


Notă. Să considerăm cazul când forța aplicată solidului 
ar fi greutatea sa P aplicată în centrul de greutate G, la di- 
stanța a de punctul fix O. 

Luând axul Oz vertical, greutatea 
P va fi necontenit coprinsă în planul BOZ 


şi vom avea Y'= — Psin8. Deci 
ENSINO dy 
P sin (o) — EEE . "f 
de unde 
e C= = . Fig. 194 
dt n 


Aceasta nu este decât o valoare mijlocie. In ceea ce 
urmează vom stabili o valoare mai precisă, studiind cu mai 
multă rigurositate chestiunea mişcării unui solid greu în jurul 
unui punct al axului său de figură. 


IV. MIŞCAREA UNUI SOLID DE REVOLUȚIE, OMOGEN, IN JURUL 
UNUI PUNCT AL AXULUI SĂU DE FIGURĂ, IN CAZUL CÂND EL 
NU ESTE SUPUS DECÂT ACŢIUNEI GREUTĂȚII. 


1, Ecuațiile mișcărei. a). Să considerăm un solid de revo- 
luţie omogen, mobil în jurul unuia din punctele axului său de 
figură O și supus numai acțiunei greutăţii, 
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Axul fix Oz fiind vertical şi îndreptat în sus, fie: 
G, centrul de greutate al solidului; 
a, distanța lui G la punctul fix O; i 
P, greutatea solidului. 


Forţele direct aplicate reducându-se la forța P aplicată în 
punctul @ şi coprinsă în planul dreptelor OZ, Oz, OB care 
este perpendicular direcției OA, componentele I/, M, N ale 
momentului rezultant în raport de axele OA, OB, OZ sunt 


L'=P.OD= P. asin 9 


12 
(2) M'=o, N=o. 


Inlocuind în ecuaţiile (9) pe L', M', N prin aceste valori, 
obţinem. ecuaţiile mişcării. Nu 
vom. utiliza însă decât pe 
a treia dintre aceste ecuații, 
substituind celorlalte două in- 
tegralele de ordinul întâi pe 
care ni le dă teorema forțelor 
vii și teorema momentelor can- 
tităţilor de mişcare. 

= Ecuația a treia din siste- 
mul (9) care nu este altceva 
decât ecuația a treia a lui Euler: 


; dr . Y“ A 
Fig. 195 z Gr N, se integrează când 


facem pe N. egal cu zero şi ne dă. 


oi i Li 

n reprezentând valoarea constantă a lui r pe tot timpul mi- ` 
şcării, pe 

b). Să aplicăm acum teorema forțelor vii. Cum solidul 
fiind de revoluţie în jurul axului OZ avem R = A, forţa sa vie 
are ca expresie 


T= g [A (pt pi + 02]. 
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Insă relaţiile cunoscute (3); 


p' = p cos p—g sin e, q = p sin e +q coso 
ne dau 


PERGE =p +4 9? 1) 
deci 


1 
T=5 [A (pr + q?) + ori]. 


Pe de altă parte, greutatea P admite ca potențial V = Pz, 
adică 


- V =P.acosð. 


Exprimând potrivit teoremei forțelor vii că suma T+ V 
este o constantă, obținem ecuația 


A ( p? + q2)+ Cr? + 2 Pa cos 0 = const. 
care, ținând, socoteală de goleti (7) adică 
: a , dy 
p'= di? q = sin de 
se serie 


(13) A a, ar Bur (4! ma 


H' fiind o constantă, 


c). Să aplicăm însfârşit teorema momentelor. cantităților de 
mișcare. Fie OK momentul rezultant al cantităților de mişeare 
în raport de O. Ştim că proecţia pe.un ax a vitezei punctului 
K este egală cu momentul sorei al (0 eloa s direct aplicate: 
în raport de axul considerat. 

Să luăm ca ax de proecțiune axul fix Oz. 
Momentul forței P în raport de Oz fiind necon- 
tenit nul, rezultă, că proecţia pe acest ax a vis 
tezei punctului K este necontenit nulă şi prin 
urmare că proecția vectorului OK pa Oz este o 
constantă, 


Fig 196 


1) Relaţie de altfel evidentă, chei w flind veotorul rotaţie! instantanee; 
avem w? = p? A- g? -p r? = ph kr, 
24408. — 24 
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Ori, proecţiile lui OK pe axele mobile OX, OY, OZ sunt 
Ap, Ag, Cr 
deci proecţiile pe axele OA , OB, OZ vor fi 

Ap.cosp— Ag. sine, Ap. sin p+ Ag. cosy, Cr 
adică Ap, Ag, Cr. 

Să proectăm aceste segmente pe axul Oz. Proecția lui Ap’ 
este nulă, OA fiind perpendiculară pe Oz. Proecția lui Ag este 
egală cu Ag'sin 0, iar aceea a lui Cr egală cu Crcos 6. Așa 
dar, proecţia vectorului OK pe Oz este Ag sin 6 + Cr cos 6. 

: e EAN ; : : 

Inloeuind pe g' prin sin 0 q;? pe r prin n și exprimând că suma 


respectivă este o constantă K!, obţinem ecuaţia 
pat 
(14) A sin? 0 q + Cn cos 60 = K’. 


d). In rezumat, sistemul de, ecuații (9) poate fi înlocuit în 
cazul de față prin următorul sistem de trei ecuații diferențiale 
de ordinul întâi, care determină pe Y, 0, p în funcţie de t: 


Zi aci Pi EI 
a RR 


(15) ua Ae 2 + Cn cos 0. = K! 


argy ig 

cos 0 = SF a =n 
în care H’, K', 7 reprezintă constante depinzând de condiţiile 
iniţiale ale mișcării. cb ati 

2, Caz particular când la începutul mişcării vitezele de nu- - 
tațiune și de precesiune sunt amândouă nule, iar solidul este ani- 
mat de o foarte mare viteză de rotație în jurul axului său de 
figură, i a i 

Punând pentru simplicitate 


„Pa Cr i 
ami, IN m 


=> Sa 


ecuaţiile precedente se pot serie, introducând condiţiile iniţiale, 


a A d 
adică W) =o, (4) =o, 0 = 0 


(16) sin? 0 n = m (cos 0, = cos 0) 
dy dp __ 
Se me re |n = (4 A] 
Eliminând pe II între cele două dintâi ecuaţii, se obţine 


(17) sin?0 E GP s). = 2 1 sin? 9 (cos 0, — cos s0) — m? (cos 0 — cos 0)? , 
Această ecuație determină pe 0; a doua din ecuațiile (16) 


v dy 
dă atunei pe a adică viteza de precesiune, iar ecuația a treia 


procură asi viteza „rotației proprii ro în jurul axului de 
figură. X 

Să ţinem acum socoteală de faptul că, prin ipoteză, viteza 
iniţială n este foarte mare. Cantitatea m este şi ea atunci foarte 
mare, şi, pentru ca membrul al 2% al ecuaţiei (17) să fie po- 
zitiv, după cum este şi membrul întâi, trebue, pe de o parte 
ca diferenţa cos 0, — cos 0 să fie pozitivă pentru ca primul ter- 
men din membrul al doilea să fie pozitiv, iar pe de altă parte 
această diferență trebue să fie şi foarte mică pentru ca ter- 
menul m? (cos 0, — cos 0)? să poată fi mai mie decât 27sin20 
(cos 6 — cos0). Vom putea deci pune 


(18), => aro 


e fiind o cantitate pozitivă şi foarte mică, al căreia patrat va 
putea fi neglijat, afară de cazul când acest patrat se va găsi 
multiplicat cu un factor de aceiaşi ordine de mărime ca n°1). 
In consecinţă, vom putea serie: 


1) Aceasta pentru motivul că în ecuaţia (17) termenul final este toc- 
mai de ordinul n?s?, ceea ce se poate vedea punându-l sub forma 
a + 0 0 — 9% aate. 
2 2 à 


4 m? sin? 


o 
sin? adică IC) ma să sin 
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cos = cos (0, + s) = cos, — esin 0p 

sin? 6 = sin? (0, + s) = sin20, + 2 esin 0, cos 0o 
şi ecuația (17) devine prin aceste substituiri, neglijând termenii 
în s?, păstrând pe acela în m?s? și simplificând cu sin 6, 


(sin 0, + 2 £ cos 0%) (£ = 2 Le sin? 09 — m? e? sin 6; 
de unde 


d.) = 2 | = sin20, — M? £? sin 09 
sin 09 + 2 s cos, 


şi, efectuând diviziunea din membrul al doilea cu respectarea 


aceluiaşi principiu ca mai sus, ceea ce revine la neglijarea lui 
2 e cos, înaintea lui sin 6, 


(5 ) = ae sin, — m s2 
ORRE D] 


Dacă punem 


sau 


2 ļ sin 0 
mê 


(2 i = ms Ce. 


de unde, observând că potrivit egalității (18) avem dd = ds, 
7 Ve (a — e) 
Integrațiunea acestei ecuații, ţinând socoteală că pentru 
= o avem ð = ð, şi prin urmare s = 0, ne dă 


arc cos (a = 2.) =mt, 
Din această egalitate rezultă 


(19) o. 5 (1 m cos mt ) 


Bo inst 
8 a amn y 


(i = 
putem serie 


sau 
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Cantitatea pozitivă s este deci periodică şi æ este valoa- 
rea sa maximă. Avem de altfel, substituind lui 7 şi m valorile 
lor 

mă 2 sin, _ 2 AP a sin e 
Rr Cn? : 

Unghiul © porneşte deci dela valoarea 0%, creşte până la 

valoarea 6, t æ% apoi se micşorează, revine la valoarea 6, când 


e=0 şi tot aşa mai departe. Valoarea lui o. este de altfel foarte 
mică şi cu atât mai mică cu cât n este mai mare. 


a). Viteza de nutațiune. Egalităţile (18) şi (19) ne dau 


d _ de mo 3 t 
dtr Cip O N 


sau 
l dd __ Pasint, .. 
(20) a o sin mt. 
b). Viteza de precesiune. Valoarea = rezultă, după cum 


s'a mai spus, din a doua din ecuațiile (16) care dă 
dy __ m (cos ®—cos0) _— me 
Oi sin26 Sind + 2e cos 6o 
adică, în aceiaşi ordine de aproximaţie, 


dy __ m e 
dt sint 


sau, înlocuind pe m prin valoarea sa şi pe s prin expresia (19), 
(21) Li = Ea (1 — cos mt) - 
Cum | — cos mt variază între o şi 2, valoarea mijlocie a 


s URN Pa , 

vitezei de precesiune este egală cu Cn 
c). Viteza de rotaţie proprie. Ecuația a treia din sistemul (16) 

ne dă 

i d ; in 6,) £S (1 — cos mt) 

T = n — cos 6 stă = — (cos do — $ sin N) în 
adică 

(22) ae =n— E cos 0p (L — cos mt). 


Sp E 


d). Valoarea perioadei. Cele trei expresiuni (20), (21) şi 
(22) arată că vitezele de nutaţiune, de precesiune și de rotaţie 
proprie tree respectiv prin aceleaşi valori când cantitatea mt 


sto A . v 2 T 
se măreşte cu 27, adică, când timpul se măreşte cu m ` Valoarea 


9 j, 
i, a e a 
m Cn 


reprezintă deci perioada fenomenului. Ea este foarte mică. 


Notă. Rezultatele, atât dela capitolul de faţă cât şi dela 
capitolul precedent, se aplică nu numai solidelor de revoluţie 
omogene, dar şi solidelor de revoluţie care fără a fi omogene 
prezintă particularitatea că punctele lor care se corespund si- 


metric față de axul de revoluţie au aceiaşi massă (Nota dela 
pag. 153). 


3. Giroscooape. Rezultatele de mai sus se verifică cu aju- 
torul sfârlezei giroscopice şi a balanței giroscopice. 


Sfârleaza giroscopică este constituită dintr'un tor metalic 
T, al căruia ax AA! este menţinut deun cadru circular C, acesta 
formând corp cu o vergea OZ dispusă în prelungirea axului 
torului. 


Extremitatea O a vergelei se dispune, după învârtirea 
prealabilă a torului, în scobitura u- 
nui suport. Axul AA’ va părea, atunci 
că deserie un con de revoluţie în 
jurul verticalei, cu o viteză unghiu- 
lară cu atât mai mică cu cât rota- 
ţia dată torului a .fost mai mare. 
In realitate, unghiul axului AA! cu 
verticala, adică unghiul nutaţiunii, 
Fig. 197 nu este constant, însă variațiile sale 

fiind foarte mici nu pot fi prinse 

cu ochiul, De asemenea, viteza de precesiune a axului în jurul 
verticalei nu este constantă, însă, perioada variaţiei sale fiind 


— 375 — 


foarte scurtă, ochiul nu poate prinde decât valoarea sa mij- 
Pa 


locie a): 

Rotaţia în jurul verticalei are de altfel același sens ca 
rotația sfârlezei în jurul axulei ei. 

Balanța giroscopică se. compune din două sfere metalice 
inegale S și S', montate pe aceiași vergea 
ZOZ, mobilă în jurul punctului O. Se 
dă sistemului o rotaţiune rapidă în jurul 
axului OZ. 

Sfera © poate culisa în lungul ver- 
gelei. Se poate astfel modifica poziţia cen- 
trului de greutate G a sistemului, aşa fel 
ca distanţa a din formulele de mai sus 
să poată trece dela pozitiv la negativ şi- 
să se realizeze în consecinţă o viteză de 
precesiune pozitivă sau negativă, potrivit 
formulei (21). 


Fig. 199 


1) Cum pe de o parte această valoare este foarte mică, iar pe de altă 


parte, dacă neglijăm oscilaţiile insensibile ale axului de figură, avem s = 0, 
rezultă potrivit formulelor (7) adică: 
d : È dy 
L= I= sin 0 Œ 
TE a dt 


că p' este nul iar g! nèglijabil. Componentele Ap', Agl, Cr ale momentului 

cinetie se reduc deci sensibil la Cr. Cu alte cuvinte, momentul ci- 

Z L netic OK în raport de O coincide sensibil cu agul de figură OZ 
al solidului. i IER 

9 Astfel fiind, aplicaţia teoremei momentului cinetie în raport 

de O, determină viteza punctului K şi deci pe aceea a axului de 

figură Oz. Aceasta constitue ceea ce se numește principiul efectu- 


Fig:198 lui giroscopie. Viteza punctului K fiind Cr sin 9. aa iar momen- 


tul greutății P în raport de O fiind Pasind, avem; prin  aplicațiunea 
è ay Pa 


directă a acestui principiu, Cr sin ô S = Pasin 6 de unde S SECI 


pentru r =n. 

A se revedea şi Nota din josul paginei 843. Condiția p? + q? =o de 
acolo, este aici realizată, căci avem pt g = p? + g’? şi p’ este nul iar 
q! neglijabil. ză 
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Notă. Dacă în loc de sfârleaza, giroscopică considerăm o 
sfârlează ordinară, având extremitatea piciorului ei rotunjită și 
angajată într'o scobitură, constatăm, că axul sfârlezei în loe de 
a descrie o mişcare conică în jurul verticalei punctului de con- 
tact, se aproprie cu repeziciune de verticală şi rămâne tot tim- 
pul în această poziţie, până când viteza de rotaţie a sfârlezei 
mieşorându-se prea mult, sfârleaza, după câteva oscilaţii nere- 
gulate, cade la pământ. 

Pentru ca axul sfârlezei să se aproprie de verticală, a 
trebuit să intervină, după cum ştim, o forță perpendiculară pe 
planul format de axul sfârlezei și verticala care întâlneşte acest 
ax şi trece prin punctul de contact. Acest punct nu mai cores- 
punde în cazul de față eu extremitatea axului sfârlezei, ci este 
în afara axului. Forţa de frecare ce ia naștere la contact, se 
transmite atunci centrului de greutate al sfârlezei şi ea este 
aceea care dă sfârlezei mişcarea despre care vorbim. 


GIROSCOPUL LUI FOUCAULT. 


Acest giroscop e format dintrun tor de bronz, al căruia 
ax AA! este montat pe o suspensiune „à la Cardan“, ceea ce 
permite deplasări absolut libere în ju- 
rul centrului de greutate care rămâne 
fix. Un mecanism cu roate dinţate per- 
mite de a se da torului o  rotaţiune 
p' foarte rapidă în jurul axului său de 
figură. 3 
Fie O centrul de greutate şi Ovyz 
_un sistem de axe dreptunghiulare in- 
variabil legate pământului, axul Oz 
fiind paralel liniei polurilor şi îndrep- 
tat spre Nord, axul Oz în planul me- 
ridian şi îndreptat tot spre Nord, iar axul Oy perpendicular pe 
celelalte două şi îndreptat spre Est, presupunând că ne aflăm 
în emisfera boreală. 
Pie de asemenea OA, OB, OZ cele trei axe pe care le 
am utilizat la studiul mişcării solidelor de revoluţie omogene 


Fig. 200 


în jurul unui punct fix, axul OZ coincizând de altfel cu axul 
torului. 


Ştim că putem trata mişcarea unui corp la suprafaţa pă- 
mântului ca o mişcare absolută, dacă 
alăturăm forţelor realmente aplicate, 
forţa de inerție de antrenare şi forța cen- 
trifugă compusă a fiecăruia din punctele 
sale. Ori, în cazul giroseopului lui Fou- 
cault, forțele realmente aplicate sunt a- 
tracțiunea terestră și acţiunea punctu- 
lui fix 1). Atraeţiunea, terestră, com pusă, 
cu forţa de inerție de antrenare dă 
greutatea, și rezultanta tuturor greutăților trece prin centrul de 
greutate, adică prin punctul fix. Așa dar, acţiunea punctului 
fix, atracţiunea terestră şi forțele de inerție de antrenare nu 
intervin în ecuaţiile mișcărei, momentul lor rezultant fiind nul 
în raport de punctul fix. Rămân deci numai forţele centrifuge 
compuse. 

Acestea intervin în ecuaţii prin momentele lor rezultante | 
în raport de axele OA, OB, OZ. Fie L’, M', N aceste mo- 
mente. Se stabilește, că dacă presupunem rotația proprie eo. a 
giroscopului ca fiind foarte mare, valorile componentelor L', 
M', N se reduc aproximativ la 
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LU = Co sin, ME. N= 


w fiind viteza unghiulară de rotație a pământului. 
Dacă comparăm aceste formule cu formulele (12) adică 
H= Boem h M =0, N =o 
conchidem că tot ce s'a spus referitor la mişcarea unui solid de 


revoluție omogen şi greu în jurul unui punct al axului său de 
figură, se aplică și giroscopului lui Foucault, înlocuindu-se în 


1) Această acţiune este de fapt exercitată de către legăturile girosco- 
pului; cum punctul O rămâne fix, acțiunea legăturilor echivalează însă pe 
aceea a punctului O considerat ca realmente fixat. 
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rezultatele dobândite productul Pa, prin Cot sau Cn o. Astfel: 


a) Axul OZ al giroscopului oscilează în planul mobil 207, 
unghiul 0 variind între limitele foarte apropiate 
2 A w sin 9 

Cn 
aşa că oscilaţia este imperceptibilă şi axul OZ pare a descrie 
un con de revoluţie în jurul axului boreal: 

b) Planul zOZ se învârtește în jurul lui Oz cu o viteză 
unghiulară 

UI = w (1 — cos mi) „unde m = Q. 

Valoarea mijlocie a vitezei de precesiune este deci egală, 

cu œ, adică cu viteza unghiulară de rotaţie a pământului. Cum, 


9% şi 0+a, unde o. = 


pe de altă parte, IE este totdeauna pozitiv, mişcarea de prece- 


siune a axului giroscopului are loe dela stânga la dreapta, 
adică în sensul contrariu al mișcării pământului. 

In rezumat, azul giroscopului descrie sensibil un con de 
„revoluţie, cu o mișcare uniformă, în jurul liniei boreale, şi vi- 
teza unghiulară mijlocie a acestei mișcări. este egală și de sens 
contrariu vitezei unghiulare de rotaţie a pământului 1). 


1) Putem ajunge mult mai repede la acest rezultat prin aplicaţia 
principiului efectului giroscopic, luând ca axe duse prin centrul giroseopului 
un sistem de axe de direcții absolut fixe în spaţiu, Deplasarea acestui sistem 
de axe fiind o translație, mişcarea relativă a giroscopului va depinde de 
efectul atracției terestre şi de acela al forțelor de inerție de antrenare. Am- 
bele aceste forțe sunt aplicate în centrul de greutate al giroscopului, adică în 
punctul O, ; i í 

Ori, în virtutea principiului efectului giroscopic, momentul cinetice OK 
coincide sensibil cu direcţia OZ a axului giroscopului. 

zlot 72 Cum momentele celor două forţe considerate sunt amândouă 
nule, viteza punctului K este nulă și prin urmare axul de figură 
OZ păstrează aceiași direcţie absolută în spațiu, adică rimâne în- 
dreptat spre aceiași stea fixă. Rezultă atunci imediat, că pentru un 
observator terestru, axul giroscopului, întocmal ca şi steaua către 
care rămâne îndreptat, va părea că se învârteşte în jurul liniei 
boreale, în sensul invers al mişcării pământului şi cu o viteză 


O 
Fig. 202 


unghiulară egală ca mărime cu aceea a rotației terestră. 
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Dacă se fixează inelul de suspensiune BABA! întrun 
plan orizontal, axul CC! fiind vertical, axul giroseopului nu se 
va putea, deplasa decât orizontal; el va oscila de o parte şi de 
alta, a meridianei adevărate, aşa după cum acul unui declinator 
oscilează în jurul meridianei magnetice, fixându-se în cele din 
urmă pe meridiană. E 

Dacă din potrivă se imobilizează inelul CBOB/ întrun 
plan perpendicular planului meridian, axul giroscopului nu se 
va putea deplasa decât în planul meridian; el va executa atunci 
o serie de oscilații în jurul paralelei liniei polurilor, fixându-se 
în cele din urmă pe direcția acestei paralele. 

Din cele de mai sus se vede că giroseopul lui Foucault 
poate servi pentru a demonstra mişcarea de rotație a pământu- 
lui şi a determina întrun loe meridiana adevărată şi latitudi- 
nea locului. Aceste din urmă determinări nu au însă, după cum 
se înţelege, decât un interes teoretic, 


Notă. Mişcările sfârlezei şi balanței giroscopice despre care 
sa vorbit mai înainte, sunt tot mişcări relative, însă în ele 
efectul forţei centrifuge compuse are o slabă influență pe lângă 
acela al greutății, care nu se găseşte aplicată în punctul fix 
ca în cazul giroseopului lui Foucault. 

Experienţa însăși dovedește acest fapt. 


d 


V. MIŞCAREA UNUI SOLID LIBER. 


Să considerăm un corp solid, liber în spaţiu şi solicitat 
de anumite forţe. Pentru a-i cunoaşte mişcarea, va fi suficient 
să determinăm mișcarea în spaţiu a centrului său de greutate, 
apoi mişcarea solidului în jurul acestui punct. 

Fie Oxyz un sistem de axe fixe şi G centrul de greutate 
al solidului, de cordonate a. b, c. ; 

Ecuațiile mișcării lui G sunt, după cum se ştie, 
dèc 


DE = 37 


(0) MG, M=, M 
în care M reprezintă massa solidului. 
Prin punctul G să ducem axele Ga, Gy/, Gz! paralele cu 
Oz, Oy, Oz. Știm (pag. 238) că teorema momentelor can- 
tităţilor de mişcare se aplică față z 
de sistemul G g'y'z! ca şi cum a- 
cest sistem de axe ar fi fix în 
spațiu, adică fără a fi nevoe de 
a alătura vre-o forță aparentă, 
forțelor reale care lucrează asu- 
pra solidului. Ori, ecuaţiile care 
determină mișcarea unui, solid în 
jurul unui punct fix, rezultă nu- y 


mai din aplicatiunea teoremei mo- Fig. 203 

mentelor cantităților de mișcare. 

Vom serie deci acele ecuații ca şi cum sistemul Gaya ar fi 
fix în spaţiu și vom avea, prin aceasta, cele trei ecuaţii ale 
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mişcării relative a solidului în jurul centrului său de greutate !). 

Dacă luăm ca axe invariabil legate solidului cele trei axe 
principale de inerție pentru punctul G, poziţia solidului va 
putea fi definită prin cele trei unghiuri ale lui Euler $, 0, e 
şi aplieaţiunea teoremei momentelor cantităților de mişeare va 
conduce, după cum se ştie, la ecuaţiile lui Euler: 


d 
A d +(0—B)agr=L 
(2) BL +(A— C0) rp=M 


d a 
o + (B-A pg=N. 


Ecuațiile (1) şi (2) considerate simultan ne dau pe a, b, 
c; P, q, 7 în funcție de t. Se vor determina apoi unghiurile 
p, 0, e prin relațiile cunoscute în funcție de p, q, r. 


Exemplu. Mişcarea unui solid în vid sub simpla acțiune a 
greutății. Mişcarea inițială a solidului se va caracteriza prin 
poziția şi viteza centrului său de greutate şi prin rotația instan- 
tanee în jurul unui anumit ax trecând prin centrul de greutate. 

Ecuațiile (1) se vor putea integra separat, ele ne depin- 


1) Este interesant de a mai raționa şi astfel: Mişcarea solidului în 
raport de sistemul G x' y' z! poate fi tratată ca o mişcare absolută, dacă ală- 
turăm forțelor realmente aplicate forțele de inerție de antrenare şi forțele 
centrifuge compuse. Ori, cele din urmă sunt nule, mişcarea sistemului de axe 
Gx! y! z’ fiind o translație, iar forțele de inerție de antrenare, fiind toate 
paralele, de același sens și proporționale cu massele punctelor, dau o rezul- 
tantă care trece prin punctul G. Așa dar, mişcarea relativă a solidului în 
jurul lui G poate fi tratată ca o mişcare absolută, sub simplul efect al for- 
țelor realmente aplicate, 

Dacă s'ar lua un alt punet în loc de @ —căci mişcarea solidului în 
spațiu rezultă dintr'o translație identică cu mișcarea unuia oarecare din 
punctele sale și dintr'o rotație în jurul acestui punct —atunoi rezultanta 
forțelor de inerție de antrenare n'ar trece prin acel punot şi ar trebui să se 
ţină seama de ea, De aci, interesul alegerii lui G, pe lângă acela pe care îl 
prezintă utilizarea ecuatiilor (1), 
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zând decât de a, b, c şi corespunzând ecuaţiilor care ne dau 
mișcarea în vid a unui punct de massă M supus acţiunei greu- 
tății. Traectoria, centrului de greutate va fi deci o parabolă. 
Apoi, în ecuaţiile (2) va trebui să facem pe L, M, N egali cu 
zero, căci singura, forță care lucrează asupra, solidului este greu- 
tatea sa, aplicată în G. Vom fi deci în cazul mișcării unvi 
solid supus la forţe care admit o rezultantă trecând prin punc- 
tul fix, problemă care a fost studiată. 


VI. EFECTUL PERCUȚIILOR ASUPRA UNUI SOLID 
IN MIŞCARE. 


I. TEORIA PERCUȚIILOR. 


1. Fie Mun punct material liber, de massă m, mişcându-se 
în linie dreaptă sub acţiunea unei forţe F. Creşterea pe care o 
dă forţa, vitezei şi deci cantităţei de mişcare a punctului într'un 
interval de timp dt, este infinit de mică potrivit egalităţei 


m dv = F di sau d. mv = F dt. 


Să considerăm un interval de timp 0,:care fără a fi in- 
finit de mie să fie totuşi foarte mic, egal spre exemplu cu 
à suta parte dintr'o secundă. Fie v viteza punctului în momen- 
tul t, pe care să-l luăm ca moment inițial, şi w noua valoare 
a vitezei după timpul, 6. Avem 


6 
A. mv = mu — mv = | Fdt. 
0 
Membrul al doilea este o cantitate foarte mică, căci, în- 
semnând prin FE” valoarea mijlocie a, lui F în intervalul de 
timp dela o la 0, avem destul de aproximativ 


6) 
| d E= E Oo 
cae E 

Să presupunem însă că forţa F conservă o valoare foarte 
mare în tot intervalul de timp considerat. Atunci valoarea sa 
mijlocie F" va fi tot foarte mare şi productul FO va dobândi o 
valoare finită, în raport bine înţeles cu mărimea lui F, In 
asemenea caz, variaţia cantităţii de mişcare a punctului va fi 
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deci finită şi se va zice că, în intervalul de timp 0, punctul a 
primit o percuție P definită prin egalitatea 


aea 
0 


Vom admite totdeauna că, în intervalul de timp considerat, 
deplasarea punctului este neglijabilă. 

lată un exemplu din care se poate vedea că asemenea 
ipoteză este admisibilă. Fie forţa, de direcţie constantă, 


t 
BA 


care creşte uniform dela o la A când t creşte dela o la 0; 
presupunem că ea lucrează asupra punctului M plecând "din 


repaus. Cantitatea de mişcare dobândită de punct după timpul 6, 
va fi 


m = | Pat= = Að, 
0 


Dacă A este “destul de mare, se înțelege că productul Af 
poate dobândi ori ce valoare finită. 


“Spaţiul. s parcurs în acelaşi timp, rezultă din relaţia 


mol) 
ms= | mu dt 


0 


care ne dă, înlocuind pe mu prin SE A, 
ms = e La A 9? 


şi el este prin urmare foarte mic!). 


2. Dacă în intervalul de timp 0, forţa F este variabilă 
şi ca intensitate și ca direcţie, vom avea, proectând pe trei axe 
cordonate, 


1) Astfel izbind o bilă de biliard cu tacul, putem considera bila ca şi 
imobilă pe timpul 0 cât durează izbirea, După acest scurt interval de timp; 
centrul de greutate al bilei va dobândi o viteză finită, bila rostogolindu-se 
pe postavul biliardului așa după cum se va „arbta la capitolul următor al 
Mişcării solidelor naturale, 
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dr 0 
A. m = m Us — mvi = | X di 
0 


dh 


6 
(1) A. m 2 mp = may = | Sa 
iz 0 


A. mT mem mo = | Zat 
- ° 0 

X, Y, Z fiind componentele forței. F, mv cantitatea de mișcare 
a punctului în momentul inițial şi mu cantitatea sa de mişcare ` 
„după timpul 0, Formulele (1) exprimă că 

cele trei integrale 
P2 = | x ae, pp fx a, P=] Z dt 
{ 10 i ] 0 : 


Fig. 204 


corespund unui vector P, egal cu diferența geometrică a vec- 
toarelor mw şi mv. Percuțiile pot fi deci reprezentate prin 
vectoare, „ca, şi forţele, putându-li-se aplica; în consecinţă toate 
regulele de compunere ale acestora. 


3. Problema percuţiilor pentru un punct material. Fie un 
punct material liber asupra căruia lucrează diferite forţe ordinare. 
Intr'un anumit moment al mișcării, când punctul ocupă o po- 
ziție M şi este animat de o viteză v, intervine o forţă foarte 
mare F care lucrează asupra punctului numai un timp 0 foarte 
scurt. Presupunând că în timpul 0 punctul nu schimbă sensibil 
de poziție, se cere noua viteză u cu care punctul îşi va conti- 
nua mişcarea cu începere din M, sub acţiunea forțelor ordinare 
ce-i rămân aplicate. 

Problema se rezolvă în felul următor: 

10 Se neglijează, în intervalul de timp 0 cât durează per- 
cuţia, acţiunea forţelor ordinare faţă de aceea a forţei F; 

20 Se calculează cele trei integrale! din formulele (1) care 
determină pe P; | 

3% Se compune însfârşit vectorul P eu vectorul mv, obti- 
24408.25 
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nându-se prin aceasta cantitatea de mişcare mu şi prin urmare 
valoarea u a vitezei căutate. 

Punct supus la legături. Dacă punctul este obligat, spre 
exemplu, de a rămâne pe o suprafaţă, atunci percuţia dată P 
ocazionează din partea suprafeții o acţiune normală tot de per- 
cuție P’ şi aşa fel că rezultanta R a celor 
două percuţii P şi P! este tangentă supra- 
feţei. Odată calculat P, se va proecta prin 
urmare acest vector pe planul tangent 
suprafeții în M şi se va obţine percuţia 

Fig. 205 R care va fi percuția efectivă. 

Ca şi în cazul forţelor, pereuţia 
fictivă I, egală şi direct opusă pereuţiei efective R şi aplicată 
în M, este zisă percuție de inerție; ea formează împreună cu 
P şi P’ un sistem de percuții în echilibru. 

Componentele percuţiei de inerție sunt: 


dz 
i dt 

4. Percuții aplicate unui sistem de ici materiale. Să 
presupunem că punctele unui sistem material, sau numai o parte 
din ele, sunt supuse la porti de uee Care „pot fi diferite 
însă toate foarte miei. p> E a 


ăoirtonoandziij 5: dp 
i —A.m T’ IARA dt A —A. m 


Teorema I. Dacă. se cite centrul de aa ca un 
punct având ca massă massa totală a sistemului, creşterea. geome- 
trică a cantităţii sale de miscare este egală cu aceea pe.care ar 
dobândi-o acest punct , dacă toate. percuţiile i-ar fi aplicate. în mod 
echipolent.,. 


pt 


"Din pita a) danceti, în pasă S 


a ea usi 
pna, 


H înttot N snos eD KIRT Srbi 


acd g a LANTO ui A. m zisa SIR, 


-şi alte două ecuaţii analoage. Dar, însemnând. prin a bio cor- 


aa SEE e 


donatele centrului de greutate și prin M massa sistemului, avem 
Ma = Img , Mb = Amy, Me = ma 


deci 
3 n FM TT Èn = M T JnR 
şi, în consecință, 
AM bai 
(0), TAME 2D; 


“de 
A, Map = Pr, Aș! n 

Cele 3 componente ale creşterii de viteză ce dobândeşte 
centrul de greutate prin efectul panio vor avea deci ca 
valori 


3 Pa > Py 2 Pz 
PM ANR Mis \ A 


Teorema ||. Creșterea geometrică a momentului rezultant al 
cantităților de mișcare în raport de un ax, este egală cu momentul 
rezultant al percuţiilor în raport de. BA ax. 


Tot din egalităţiile (1) deiten, în a dea 


zi m a Sa al) z(, | zafira) z 


sau, pentru că, creşterile cordonatelor y, z sunt neglijabile, adică 
socotind pe şi z ca pe nişte constante în intervalul de timp 
dela o la 0, însă .bine înţeles nu şi pe derivatele lor, 


A, Inoi i T9 = 3 (vP eP, ) : 


Dacă axul considerat a fost luat ca ax Ow al unui sistem’ 
de axe dreptunghiulare, egalitatea precedentă corespunde tocmai 
enunțului teoremei în chestiune. 
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In raport de trei axe cordonate, avem în acelaşi timp, 


AJ m (pt - e 4) = J (P= 25, ) 
(B) A. Im a pi) J (2P.—2P,) 
e 5) 7 (era) 


şi aceste ecuaţii exprimă că creșterea geometrică a momentului 
rezultant al cantităților de mișcare în raport de origina siste- 
mului (care poate fi un punct arbitrar) este egală cu momentul 
rezultani al percuţiilor în raport de acel punct. 


5. Notă. Din cele de mai sus se vede că teoremele I și II 


se deduc din teoremele generale ale Dinamicei ce le corespund, 


înlocuind în acestea din urmă notaţiunea £ prin A iar forțele 


prin percuții. 
Făcând aceiaşi înlocuire în ecuația generală a Dinamicei, 


se obține 


4) Ş | (pam) da + (P—A.m du) ap + 


(P. —4.m H) de] = orsin 


Această ecuație poate fi de altfel obținută în 


în felul următor: 
Ecuația generală a Dinamicei 


d 
| (x -m Pe) a+ (Y — m! a) a+(z- m =) de 


în care X, Y, Z reprezintă numai forțe de pereții (cele or- 
dinare fiind neglijabile) având loc în tot intervalul de timp 
dela ola 5, poate fi înmulțită cu dt şi integratădela o la €). 


în 


mod direct, 


aq? 
1) Tot așa după cum, spre exemplu, ecuația m a = se înmulțeşte 
cu, dt şi se integrează, obținându-se 


dw (9 
Am > |! dt, 
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Cum, în intervalul de timp considerat, cordonatele z, Y, z,... 
se presupune că rămân constante, variațiile îz, ôy, ôz, .-- 
care rezultă din ecuaţiile de legătură de forma f (x,y, 2, ..., t) =0 
vor trebui privite şi ele tot ca constante. In consecinţă, re- 
rezultatul integrațiunei va fi 


(fst out (fan d 


adică toemai ecuaţia (4). 


II. EFECTUL PERCUȚŢIILOR ASUPRA UNUI SOLID 
CARE SE ÎNVÂRTEŞTE IN JURUL UNUI AX FIX. 


Percuţiile aplicate unui solid care se învârteşte în jurul 
unui ax fix, au ca efect de a da solidului o creştere bruscă de 
viteză unghiulară, Aw, precum şi de a determina asupra axului 
de rotaţie două percuţii aplicate în cele două puncte fixe ale 
acestui ax1).. s | 

1. Calculul lui Aw. Fie I momentul de inerție al solidului 
în raport de axul de rotaţie şi N momentul rezultant al percu- 
iilor aplicate solidului în raport de acelaşi ax. Ştim că mo- 
mentul rezultant al cantităților de meere în raport de axul 
de rotație este egal cu Iv. yag “Ai l 
Aplicațiunea teoremei II ne dă imediat 


$i Airoc Ne sau L.Ao=N 
de ae a gib TE oe 


(1) zi danok Dei 


Așa dar: ie, vitezei unghiulare de rotație se obține, 
diwizánd momentul rezultant. al percuțiilor, în raport de axul 
de rotație, prin momentul de inerție al solidului în raport de 
acelagi aw.. 


1) Pie care din UE solidului dobândind o creşterb a cantității sale 
de mişcare egală cu m. Aw, m fiind depărtarea punctului de ax, trebue 
considerat ca supus unet percuții echivalente, 
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2. Calculul percuţiilor determinate asupra axului de rotație. 
Vom presupune că solidul este supus unei singure pereuţii P. 


Fie O, şi O, cele două puncte. fixe ale axului de rotaţie, 
pe care să-l luăm ca ax Oz al unui sistem dreptunghiular 
Oayz. Pentru simplicitatea formulelor, vom alege axul Oz 
astfel ca în momentul considerat planul Oz să treacă prin 
centrul de greutate @ al solidului, origina O a lui Oz fiind pe 
de altă parte aleasă aşa fel ca acest ax să treacă prin punctul 
A unde pereuţia dată P întâlnește planul xO z. 


= 


Fig. 206 


Fie P' şi P” percuţiile de legătură, adică acţiunile de 
percuție ale celor două puncte fixe O, şi O, asupra solidului. 
Pereuţiile căutate sunt egale şi direct opuse percuţiilor P’ şi P". 
Să le caleulăm pe acestea din urmă. 


Potrivit principiului lui d'Alembert, există echilibru între 
percuţia dată P, percuţiile de legătură P', P" și percuţiile de 
inerție, Dacă prin urmare însemnăm prin Px, Py, Pz; 
P's, Piy, P's; P's, P"y, P", componentele percuțiilor P, P’, P"; 
prin Qs, Qy, Qz componentele vectorului rezultant al percuții- 
lor de inerție și prin L, M, N componentele momentului re- 
zultant în raport de O al acestor pereuţii; prin 7 distanța OA 
şi prin hu» h, distanţele 00,, 00,; avem următoarele 6 ecu- 
aţii de echilibru: | | 


— 391. — 


Pp} P's + P's + Q= (0) 
(2) P + P', AE P”; + Qy=o 
P: + PL, + Pz + Q = (0) 


= Pomi hP gush L = 0 
(3) i —l P; + h P's + h P's +M= 0 
IP, + N'= 0% 


a). Componentele Qx , aj, Qz . Aceste componente au ca 
expresiuni: 


Qs = = Adi 2 ape AP GI Am. 


Ori, însemnând prin w viteza, unghiulară de rotaţie, avem 


e seal dia dy dz _ 
ENAS TTO, ET TR 


deci | | 
Qs = Ao Any , Qy =— Mom, Q:-=0. 


Cum însă, prin ipoteză, centrul de greutate i “al” solidului 
este coprins. în planul zOz, avem însemnând prin” a abscisa’ 
acestui punct și prin M massă sistemului, SI 19104 


amy ee =O Ime =Ma. o a 
In. consecinţă că sea À l a injeh st) 
ag Qu Oi anti u Ma Ada „a Qa D 
Vectorul rezultant Al percuţiilor de inerție este deci per- 
pendicular pe planul z0z și egal ca mărime cu Ma Ao. 


b). Componentele L, M, N. Componentele percuțieì de 
inerție dintr'un e, a Y, Z fiind 


îi 


Si | i tal 
A,m T) e TD Ange 
adică, PA >) s Ì 


HIAKO 9 yine $ ATAS 
my bo mma AA o 9 


aa 80 


componentele momentului acestei percuţii în raport de O sunt 
mæz Aw, myzAw, — m (x? + y?) do. 
Deducem, pentru componentele momentului rezultant, 
L= Av Emez, M= Ao Emyz, = — I ^v 
însemnând prin I momentul de inerție al solidului în raport 
de axul de rotație. | 
c). Inlocuind în ecuaţiile (2) şi (3) pe. Aa O Qz și 
L, M, N prin valorile lor, obţinem 
ci eta ANI a aaa ela a 
(4) Py + Pi + PI, — Ma Ao = o 
| BI + Piat P, = 0 | 


(5) — lP, Toh, Ps + h, Pl + Ao Îmya = o 
Li 
IP, = lAo—o. 
; wÅ £ E i 

ini Eeuaţia aşeasea dă creşterea de. viteză unghiulară ^o ; a 
treia. dă suma. P'a AP/2 iar celelalte patru procură valorile 
componentelor, P's, P's! Ple, Piya ÎI aim ig tor 

3. Condiții pentru ca axul să nu sufere nici o percuție. 
Trebue pentru aceasta ca cele şease ecuaţii “precedente să fie 
satisfăcute când facem în ele „pe P', P',, R's şi “P”. sl e 
P", egali cu zero, Ori, ele devin atunci, 


(6). (94, Ps =os i Py = Ma ^o ` ) P= a ii i 


NT) Imer 30” j ‘myz = 0, P aAa 


Condiţiile Py = o, Pam o exprimă că percuția dată P 
trebue să fie normală planului „Oz, | 

Epalităţile Xmaz = o, Îmya = o exprimă că axul Oz 
este ax principal de inerție pentru punctul 0. | 
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Cât priveşte celelalte două ecuaţii 
„= Ma Av, p,=-- Aw 


ele ne dau, prin eliminarea simultană a lui P, și a lui Aw, 
relaţia 
Meede iida 0E Io, 

. l Ma 

Expresia distanței l este, după cum se vede, aceiași ca 
expresia lungimii pendulului sincron al unui pendul compus. 

Cu această valoare pentru Z, ambele ecuaţii -de mai sus 
ne dau pentru creşterea, de viteză unghiulară A w aceiaşi valoare 


: Eure 
şi. anume Ao = Mu 


In rezumat, pentru că axul da rotaţie să nu sufere nici o 
percuție este necesar și suficient: 

1° ca pereuţia aplicată solidului să fie perpendiculară pe 
planul care trece prin axul de rotaţie și centrul de greutate; 

20 ca axul de rotaţie să fie ax principal de inerție pentru 
punctul unde el întâlneşte planul perpendicular dus prin diree- 
ţia percuţiei; 


is 30 ca percuţia să lucreze la distanța l= = de axul de 
rotație. see i He : 

In asemenea condițiuni, punctul A, unde direcția percuției 
întâlneşte planul dus prin axul de rotație şi centrul de greu- 
tate, se numeşte centru de percuție. 

Aplicaţie. Fie o bară omogenă cilindrică, susținută orizon- 
tal de mână și putând a se învârti în jurul axului orizontal proec- 
tat în O, de unde o ține mâna. Se aplică barei o percuție P. Se 
întreabă, în ce condiții nu va suferi mâna nici-o izbire de pe urma 
acestei percuții ? 


Răspuns: 

1° Trebue ca percuţia P să fie perpendiculară pe planul 
care trece prin axul orizontal proectat în O şi prin centrul 
de greutate G al barei, deci să fie a percuție verticală; 
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90, Axul de rotaţie proectat în O este principal de inerție 
pentru punctul O situat pe 
axul barei!); trebue deci ca 
percuția verticală P să întâl- 
nească acest ax. Fie A punc- 
Fig. 207 tul de întâlnire; 

30 'Trebue însfârșit ca 

punctul A să fie situat dincolo de centrul de greutate G al 


barei. şi anume la depărtarea l = a de punctul O; I fiind mo- 


mentul de inerție al barei în raport de axul de rotaţie O, M 
massa barei și a distanța OG. 

Dacă însemnăm prin K raza de giraţie corespunzătoare 
momentului de inerție în raport de axul dus prin & paralel 
axului de rotaţie, ştim că avem . 


1 = MK2 + Ma: = M: (E2+ a2). 


Putem deci serie. 


se reprezentând prin urmare lungimea GA. 

Rolul i punctelor O şi A poate fi inversat, adică putem 
susţine bara în A și aplica percuția în O; mâna nu va suferi 
nici atunci vre-o izbire. Sau dela 

In adevăr, noua lungime l! privitoare cazului când axul 
de rotaţie este în A, fiind dată de formula îi 


unde a reprezintă distanța GA, egală după cum sa spus 
cu Š- , avem | sua 
pE KL A A R? 
l A + K?. KaRa ha 
deci [=], 
Să observăm însfârșit, că dacă punem GA = d, avem 


ad= Ri, 


') Pag, 818 litera b) sau o); 


sn car, pad pd ie Dei 
ia IE oiaren 5 
eee îi -r 
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II, EFECTUL PERCUŢIILOR ASUPRÀ UNUI SOLID CARE SE 
ÎNVÂRTEŞTE IN JURUL UNUI PUNCT FIX. 


1. Să presupunem solidul în repaus. Sub acţiunea percuțiilor, 
el va dobândi o viteză unghiulară œ în jurul unui anumit ax 
instantaneu trecând prin punctul fix. Trebue să determinăm 
poziţia acestui ax şi valoarea lui o. | 

Pentru aceasta va fi suficient să aplicăm teorema II 
exprimând că, în raport de punetul fix, momentul rezultant al 
cantităților de mişcare dobândite este egal cu momentul rezul- 
tant al percuţiilor. 

Fie A, B, © momentele de inerție principale ale solidu- 
lui pentru punctul fix ; p, q, r componentele lui w- pe cele trei 
axe ale elipsoidului de inerție și L, M, N componentele pe 
aceleaşi axe ale momentului rezultant al pereuţiilor. 

Ştim că proeeţiile momentului: rezultant al cantităților- de 
mişeare pe axele considerate sunt egale cu Ap, Bg, Cr. Avem 
deci egalităţile | 

(1) Ap =L, so BAM s- Or iN - 

Aceste ecuaţii ne dau soluţia chestiunei, căci ele determină 
componentele. p, q, r ale vectorului rotației şi prin urmare atât 
pe w cât şi poziţia axului instantaneu. 

Dacă solidul nu pleacă din repaus, ecuaţiile (1) au forma 


A.Ap—L,  B.Ag=M, * C.Ar=N 


Ap, Aq, Ar fiind creşterile geometrice ale componentelor p, 9, r 
ale vectorului rotației instantanee inițiale. 


2, Teoremă. Când unui solid, care are un punct fix şi este 
în stare de repaus, i se aplică percuții, axul rotației instantanee 
ce dobăndește este diametrul conjugat, în elipsoidul de inerție, al 
planului dus prin punctul fix perpendicular pe momentul rezultant al 
percuțiilor în raport de acest punct. 

In adevăr, ecuaţia planului dus prin origina axelor cordo- 
nate (punctul fix) perpendicular pe. vectorul L, M, N fiind 


LX + MY + NZ=o 
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iar elipsoidul de inerție având ca ecuație 

AX? + BY? + 07? = 1 
cosinusurile directoare: ale. diametrului conjugat în chestiune sunt 
proporționale cu za ) a ` = şi deci cup, q; r potrivit ega- 
lităților (1). 


3. Notă. Teoria percuțiilor este o teorie aproximativă, care 
se sprijină pe presupunerea că pe timpul duratei percuțiilor de- 
plasarea corpului e neglijabilă. Această teorie nu se poate deci 
aplica unui giroscop animat de o foarte mare viteză de rotaţie. 
Astfel, o percuție aplicată giroscopului poate să nu schimbe di- 
recția axului său de rotație. 


_1V. EFECTUL PERCUȚIILOR ASUPRA UNUI SOLID, LIBER. 


In cazul unui solid liber, se determină mai întâi- creşterea 
geometrică a vitezei pe care ò dobândeşte centrul de greutate 
al solidului- prin efectul pereuiţiilor, apoi rotația instantanee a 
solidului în jurul, centrului de- greutate considerat ca fix. 


Presupunând că solidul ar pleca din repaus, aplicația. că 
mulelor (2) dela teorema .I ne dă 


p a POE să tă Mm -= }Īpr 


ecuații. care determină componentele vitezei ce dobândeşte cen- 
trul de greutate. 

„Raportând mişcarea relativă a soldului, în jurul centrului 
de greutate, la trei axe cordonate de direcţii invariabile trecând 
prin acest punct, poziţia, axului instantaneu şi viteza unghiulară 
a rotației nu vor depinde decât de pereuţiile aplicate SACO 
Determinarea acestor elemente se va face deci ca la capitolul 
precedent, 


Exemplu, Un e/ipsoid omogen și greu, cu unul din axe verti- 
tical, este supus unei perouții P conținută în planul orizontal care 


glet 


ns 
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trece prin. centrul său. Să' se determine mișcarea pe care o im- 
primă elipsoidului percuţia dată, presupunând că elipsoidul se găsea 
în stare de repaus. 


Elipsoidul fiind omogen, cele trei axe ale sale sunt prin- 
Z cipale „de inerție pentru centrul său 
O care este și centru de greutate, 
Viteza V pe care o dobândește 
centrul de greutate prin efectul per- 
cuţiei, rezultă după cum știm din e- 


galitatea 
| MV =P 


în -care se. va face 


ES | 
N = -z Tabe. p Ă 


p fiind densitatea. Centrul de greutate va dobândi deci o viteză 
orizontală în direcţia pereuţiei. 

In „cât priveşte mişcarea relativă în jurul punctului O, 
ştim că componentele p, 9, r ale vectorului rotației instantanee 
sunt date de formulele | 


L M N 
Pe 3 Kq blo m SE Mi AC 


Insă, în exemplul considerat, L și M sunt nuli iar N este 
egal cu Ph, însemnând prin Ph distanța, dela O la vectorul P 


Aşa dar 


P 
p=o0, 1=0, TC 


d 


Axul instantaneu este deci axul OZ 

După încetarea percuției, centrul de greutate, găsindu-se 
animat de viteza V şi solidul fiind abandonat greutăți, va 
descrie o parabolă cu axul vertical, 

Mişcarea în jurul centrului de greutate va fi aceea a unui 
solid în jurul unui punct fix, când rezultanta forțelor aplicate 
trece prin acest punct. Cum mişcarea dată de pereuția P este 
o rotaţie în jurul unui ax principal de inerție, acest ax va de- 
veni ax permanent de rotaţie. 

In rezumat, centrul de greutate al elipsoidului va deserie, 
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ulterior pereuţiei, o parabolă cu axul vertical, în timp ce elip- 
soidul se va învârti cu o viteză constantă “în jurul axului său 
vertical care se va deplasa paralel cu el însuși. 


V. EFECTUL PERCUȚIILOR ASUPRA UNUI SOLID PLAN. 
PERCUŢIILE TUNURILOR LA TRAGERI. 


Fie un solid având un plan de simetrie, faţă de care 
punctele solidului simetrie aşezate au massele egale. Numim solid 
plan acest plan de simetrie, cu grosime infinit de mică, în care 
presupunem concentrată toată massa solidului prin proecţiunea 
tuturor masselor pe suprafaţa lui. 

Vom studia efectul pereuţiilor aplicate unui solid plan în 
planul său. Acesta este unul din cazurile cele mai interesante 
ce se prezintă în practică. Astfel este, spre exemplu, cazul unui 
tun așezat pe o platformă orizontală în poziţie de tragere și supus 
percuţiei ce i-o imprimă gazele pulberii «de: încărcare. Efectul 
acestei; percuţii asupra tunului întreg, va fi acela pei care îl im- 
primă percuţia, solidului plan la care reducem tunul.” 


1. Solid plan liber. Fie un solid plan, în stare de repaus, 
având centrul de greutate în G. Sub efectul unei percuţii P, so- 
lidul ia o mişcare elemeniară de ro- 
taţie în jurul unui centru instantaneu 
01). Viteza acestui centru fiind nulă 
cantitatea sa de mișcare este şi ea 
„nulă. Punctul O ne suferind astfel 
Fig, 2 209 nici-o percuție, ştim că se găseşte pe 

Eor " perpendiculara ridicată din G pe di- 

recția, percuţiei și la o clic a de punctul Q` astfel încât 


EI a. d=K? 
fo ei And in d depărtarea punctului @ de rima şi prin K 


raza de giraţie corespunzătoare. momsntulni de inerție al soli- 
dului în raport: de; Gui | 


"5! Oihematica, pag, 102; B'f SR d 
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Pe de altă parte, mai știm că viteza V pe care o dobân- 
deşte centrul de greutate @ prin efectul percuţiei,. rezultă din 


egalitatea 
M.V=P 


însă, dacă însemnăm prin w viteza unghiulară a rotației, avem 
V=avw, deci: 
p 


Maw=P de unde w = iia 


Aşa dar, dându-se centrul de greutate G, momentul de 
inerție al solidului în raport de G şi percuția P, putem deter- 
mina atât poziţia centrului instantaneu de rotaţie O cât şi vi- 
teza uhghiulară de rotaţie %1). 


Notă. Din punctul G ca centru şi cu raza de giraţie K, să 
descriem un cere. Polara punctului O faţă de acest cere, zis 
cercul de inerție, este dreapta CD. Ori, avem 


0G? = 06. IG adică K2= a. IG 


- 


şi, cum K? = a. d, rezultă că IG este egal cu d. 
Aşa, dar, simetrica, polarei CD în raport de G, care este 


1) Aceste sanais se puteau determina şi pe baza celor expuse la ca- 
pitolul precedent întitulat Efectul percuţiilor asupra unui solid liber. În a- 
devăr, dacă în locul solidului din spaţiu considerăm un solid din planul XGY, 
centrul de greutate fiind în origină, viteza V a acestui centru, paralelă cu 
direcția percuţiei, rezultă din egalitatea MV = P, iar valoarea vitezei uughiu- 
lare de rotaţie w în jurul lui G, este dată de ecuaţia momentelor lw = Pa; 
în care I este momântul de inerție în raport de G, egal de altfel cu MKÈ, 
K fiind raza de girație. Insă, în, cazul de faţă, mişcarea de translație de ri- 
teză V a solidului plan compusă cu mişcarea de rotaţie de viteză unghiulară 
w din jurul lui G, dau ca mişcare rezultantă o rotație de aceiaşi xiteză un- 
ghiulară în jurul. unui pă o situat pe ră pie e coborâtă din @ pe 


direcţia percuţiei, la distanța G0 = a = a (Cinematica pag. 188). Cele 3 
egalități: “ ) 


MV Pe MRu Pai A 


ne dau imediat ' ` 
iMa wm= P ,! aada R? 


adică aceleaşi formule ca mal sus pentru duterminarea lul a ia lu a. 
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perpendiculara OD, reprezintă poziţia percuţiei P față de punc- 
tele O şi Q. 

Rezultă de aci un mijloe geometrie de a determina poziţia 
punctului ©) când se dă G 
şi P, sau poziția percuţiei 
P când se dă G și O 
presupunând pe K cuno- 
scut. 

Ştim pe de altă parte 
din Geometrie, că polara 

Fig. 210: ori-cărui punct de pe pèr- 

pendiculara OH trece prin 

punctul I, care este polul dreptei OH în cercul considerat. Ne 
voni servi la paragraful 4 de acest rezultat. 


2. Solid plan care are un punct fix. Fie O punctul fix, G 
centrul de greutate al 
solidului și P percuţia 
dată, aplicată pe di- 
recţia SS. 

Ca şi în cazul 
forţelor ordinare, soli- 
dul îşi ia mișcarea sa 
liberă sub efectul per- 
cuției motrice, sau e- 
fective, care este re- 
zultanta percuţiei direct aplicate P= și a acţiunii pereuţiei punc- 
tului fix O asupra solidului, pe care să o numim P’. Direcţia 
acesteia din urmă trece neapărat prin punctul O. 

Ori, percuţia efectivă ştim că este perpendiculară pe 
dreapta OG și depărtată de punctul G de lungimea d egală cu 


K? a en j : Lelia a 
g > adică este simetrica polarei punctului O în cercul de iner- 


ţie, Fie TT această dreaptă şi A punctul ei de intersecţie cu 
direcția SS a percuţiei P. 

Luând punctul A ca punct de aplicaţie al pereuţiei P şi 
formând paralelogramul APP'P'A, obţinem atât percuţia P’ cât 
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şi percuția efectivă P", care este, după cum am spus, rezultanta 
percuţiilor P şi P’. Dealtfel, după cum ştim, avem 
tate: pr! 
P'=Mao gi prin urmare w= pm" 

Să mai Observăm că percuţia de inerție fiind pereuţia 
— P", egală şi direct opusă lui P”, potrivit principiului lui 
d'Alembert solidul poate fi considerat ca fiind în echilibru sub 
efectul celor 3 pereuţii P, P şi — P” +). 


3. Solid plan cu diferite legături. Metoda generală constă 
în aplicația principiului lui d'Alembert, scriind că există echi- 
libru între pereuţiile direct aplicate, pereuţiile ocazionate de 
“legături asupra solidului şi percuţiile de inerție. 

4. Aplicațiune. Percuţiile tunurilor la trageri. Fie un tun 
în poziţie de tragere, aşezat pe o platformă orizontală de lemn, 
cu roţile împiedecate. 

Gazele pulberii de încărcare dau ţevii tunului o percuție 
P, a căreia linie de acţiune coincide cu axul țevii. Această per- 


1) Am fi putut ajunge ALA rezultatele precedente şi în mod. analitie 
urmând metoda expusă la capitolul întitulat Efectul percuţiilor asupra unui 
solid care se învârteşte în jurul unui, ax fix. 

Potrivit acelei metode, luând sistemul dreptunghiular z Oy i după 
cum arată figura alăturată, avem cele 3 ecuații | 
Bo IP 5 Plot Py + P'y — Ply = o, 

Iw = } Py 
I fiind momentul de inerțié al solidului în raport 
'de O, egal de altfel cu M (a? + K?). Insă 
Plis = Im SE =— w È my = — M bw = o, ordo- 
náta b a lui G fiind nulă, jar 


` 


Fie. 212 


PY, = m w = w X m= Ma w. "Deci P'=Maw, 


şi pe de altă parte, oum, momentele celor două percuții P ņı P! sunt fi de 
oare-ce percuția, P/ trecând prin O are momentul său nul, avem lu = Py = 
Ma wh , aga că, în defipstiT 


, I ķi 
SOF Epon “Piy = M aw — Py , voga sară 
PETRE A: banal 

1 Ma 


24408, — 26 
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cuţie se transmite întregului sistem format de țeavă, afet şi 
roate şi dă tunului o mișcare de recul. Presupunând afetul rigid, 
tunul constitue atunei un solid invariabil. Solidul plan, la care 
reducem tunul, fiind o porţiune din planul vertical care trece prin 
axul ţevii, va lua sub efectul pereuţiei, când unghiul de tragere 1) 
este superior unei anumite limite, o mişcare de translație ori- 
zontală în acest plan. 


1%. 7ranslaţie simplă. In timpul acestei mişcări, cele 2 
puncte de reazăm C şi R ale solidului plan, care corespund con- 
tactului cozii afetului şi roatelor tunului cu platforma, alunecă 
cu frecare pe platformă în direcția dela R la O. Fie e unghiul 
de frecare; a căruia tangentă, în cazul care ne ocupă al frecării 
ferului pe lemn, este egală cu 0,50. 

"Fie dă asemenea: 

Gr , centrul de greutate al ţevii tunului, situat pe axul 
țevii şi în vecinătatea axului orizontal proectat în U al ume- 
rilor afetului care susțin ţeava; | 

G: A, axul ţevii înclinat pe orizont de un unghiu o, care 
este unghiul de tragere; * 

G, centrul de greutate al page tun; 

„OH, orizontala, care trece, prin G. 

Prin punctul O, unde direcţia pereuţiei. P. întâlneşte . ori- 
: zontala OH, să ducem 

dreapta SO care face 
cu verticala unghiul de, 
frecare 7. 

Cum centrul -dè 
greutate G se mişcă 
pe orizontala OH, ve- 
dem, că dacă mutăm 
punctul de aplicaţie al 
percuției P în O şi con- 

struim apoi poze Di ânul OPP'P!O, vectorul OP! va reprezenta 


1) Unghiul de tragere este unghiul pe care îl formează axul țevii cu 
orizontul. 
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percuţia P" a platformei asupra punctelor de reazăm C şi R ale 
tunului, iar vectorul OP” percuţia efectivă sau motrice .P” care 
determină mișcarea de recul a întregului tun. Insfârşit, — P” 
va fi-percuția de inerție. Cele 3 percuții P, P' şi —P”, potrivit 
principiului lui d’Alembert, îşi fac echilibru. 

Aşa dar, dacă se -cunoaşte P, putem -determina percuția 
motrice P” şi prin urmare viteza -de recul a întregului sistem 


E PI . 255 Sita E 
egală cu MIM’ M fiind massa țevii şi M' massa afetului cu 


roatele sale, cum de asemenea pereuția P' a platformei asupra 
tunului, care se descompune în două componente paralele apli- 
cate în punctele © şi R. Componentele din R se distribue apoi 
în mod egal celor două roate. 

Valoarea percuţiei P fiind egală cu cantitatea de mişcare 
Mv, pe care o dobândeşte ţeava când se mişcă liber sub acţiu- 
nea gazelor „pulberii, pe un plan orizontal pe care poate alu- 
neca fără frecare, artileriştii au căutat o formulă care să pro- 
cure pe Mv. Această formulă nu se poate însă obţine prin apli- 
caţia teoremei cantităților de mișcare, ca la pag. 224-a Cursului 
nostru, căci ţeava nu își dobândeşte viteza ei maximă de recul 
v decât după ce proectilul a mai parcurs vre-o 50 de metri în 
aer, în care timp gazele pulberii continuă de a împinge ţeava 
înapoi şi proectilul înainte. Dintre diferitele formule empirice 
propuse, cea mai utilizată este formula 

Mo = mV (1+8) 

în care mV este cantitatea de mişcare a proectilului, w greuta- 
tea încărcăturei de pulbere, iar b un coeficient numeric care se 
ia egal cu 2 pentru pulberile negre şi cu 2,5 pentru pulberile 
moderne. RR 

20. Translaţie și rotaţie. Referindu-ne la figura precedentă, 
vom observă că dacă axul ţevii face cu verticala unghiul de 
frecare o, adică dacă unghiul de tragere că devine egal cu 
90—, reculul tunului se anulează căci P” devine nul. 

` Câna direcția axului ţevii trece prin punctul C', pereuţia 

din punetul R este nulă, întreaga percuție P' a platformei fiind 
aplicată în punctul C, ; 


ES NT A 


De îndată ce punctul O trece de punctul C' la stânga, 
componenta din R a percuției P' devine negativă, ceea ce este 
inadmisibil. Efectul percuției P, asupra solidului plan la care 
reducem tunul, este atunci de a da acestui solid o mişcare ele- 
mentară de translație în direcția RC, în același timp cu o mig- 
care elementară de rotație în planul solidului și în jurul punc- 
tului ©. Aceste două mişcări revin însă la o simplă rotație în 
jurul unui centru instantaneu I, situat pe normala din C a traec- 
toriei acestui punct, adică pe verticala CH }). 

Asemenea mişcare de rotație, sau cum se mai zice: 
cabrarea tunului, are deci 
loe ori de câte ori un- 
ghiul de tragere este mai 
mic decât unghiul GC R’. 
Ea se produce, în particu- 
lar, în tragerile orizontale. 

Să determinăm vi- 
teza unghiulară de rota- 
ție œ a acestei mişcări. 

Pentru aceasta, să 
observăm următoarele: 

a) Percuția P’ apli- 
cată în © are direcția 
dreptei CD care face cu 
verticala unghiul de fre- 
care 9; 

b) Percuția motrice 
P” este situată pe sime- 
trica față de G a polarei 
punctului necunoscut I, în 
A raport de cercul de iner- 

e go ție, adică cercul descris 
din G ca.centru cu raza 
35, clzajie K. Această polară, după cum am mai spus, trece însă 


1) Oinonanon pag. 102. 


sc dir 


prin punctul E de pe orizontala GH, care este polul dreptei in- 
definite CH. Deci, simetrica, polarei în raport de G, și prin ur- . 
mare direcţia percuţiei P” trece prin punctul E simetrieul lui E. 

c) Fie D punctul unde se întâlnesc direcțiile cunoscute ale 
percuțiilor P şi P. Cum percuția motrice P” trece şi ea prin 
acest punct, linia ei de acțiune va fi deci dreapta E D. 

Rezultă din aceste consideraţii, că aplicând percuția P în 
punctul D şi construind paralelogramul DPP/P'D, obţinem 
în mod grafic atât valorile cât şi liniile de acţiune ale celor 
două pereuţii P” şi P’. j 

In cât priveşte punctul I, el se află la intersecția dreptei 
CH cu perpendiculara coborâtă din G pe direcția DE, şi, dacă 
punem IG = a, avem, după cum ştim, 

P" = (M + M’) ao 
de unde rezultă valoarea lui w. 


3%. Rotație simplă. Să presupunem ca şi mai sus că, unghiul 
de tragere & este mai mie 
„decât unghiul G: O'R’. Dacă 
se fixează punctul © (tunuri 
cu sapă rigidă la călcâi) 
atunci tunul nu poate lua 
decât o mişcare de rotaţie 
în jurul lui C. | 
Linia de acţiune a per- 
cuţiei motrice P” ştim că 
este „simetrica polarei punc- 
- tului Č în cercul de inerție. 
Fie DB această linie, D fiind 
- punctul ei de intersecție cu direcția percuției P. Ori, direcția 
percuției din C trece şi ea prin acest punct. Formând atunci 
paralelogramul D PP” P'D, obţinem în mod grafie valorile şi 
direcțiile pereuţiilor P” și P’. ci le 
Ca şi mai sus, viteza unghiulară de rotaţie e este 
pr 
a = (MFM'a 


xC = R 
Fig. 215 . 


punând OG = a. 
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Când direcţia axului ţevii Gy A trece prin ©, pereuţia P” 
se anulează.. Așa dar cabrarea tunului începe dela un unghiu de 
tragere mai mare decât unghiul Gy O'R’ dela Nr. precedent și 
se continuă pentru toate unghiurile -de tragere mai mici decât 
GOR. si 

Cabrarea tunului este foarte: compromițătoare pentru re- 
zistenţa materialului 1). In tunurile moderne ea se evită intro- 
ducându-se legături elastice între: ţeavă şi afet care se: opun ten- 
dinței de cabrare. Aceste legături elastice sunt constituite din 
frâne de tragere şi recuperatoare, de care noi nu ne putem ocu- 
pa în Cursul de faţă. 


Notă. Valoarea percuţiei P a gazelor asupra, țevii, am spus 
că se determină prin formula 


P= Mo Sa (It ae) 


Mai ştim insă că, 
À 
P= | F dt 
0 


F fiind presiunea motrice a gazelor asupra fundului țevii, în 
intervalul de timp dela o la 6 care corespunde dobândirei vi- 
tezii maxime de recul. Valorile F nu se pot însă determina. 
Se cunoaşte legea variaţiunii presiunilor din interiorul ţevilor de 
tunuri, însă F nu reprezintă aceste presiuni, căci o bună parte. 
din presiuni se perd cu producerea deformaţiunilor elastice şi 
vibraţiunile: intense ce oeazionează materialului. Cum aceste 
perderi de presiune nu pot fi determinate, rezultă că legea va- 
riaţiunii lui F, în intervalul dela o la 6, ne rămâne necunoscută: 


19) Tnilţimea verticală la, care se. ridică, centrul de greutate G ie ca- 
brare, se obține aplicând teorema forțelor vii,.cu începere. din momentul, când 
viteza unghiulară de rotație este w și până în momentul când această viteză 
se anulează prin efectul travaliului negativ al greutății tunului. Forţa vie 


este dealtfel] A Iw?, I fiind momentul de inerție al tunului, redus la un solid 
plan, în raport de C. 
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Putem însă determina valoarea mijlocie F” a acestor efor- 
turi F. Avem, în adevăr, egalitatea 


ð 
Mv = | Fat=F'.9 
Y 
din care deducem 


Mv 
M= 
valoarea lui 6 determinându-se experimental sau prin formule 
de Balistică interioară. i A22IM i 
Ceea ce ar fi mai interesant de cunoscut, ar fi desigur 
valoarea maximă a lui F. In lipsă de aceasta, în, determinarea 
reacţiunilor care se produe între ţeavă, afet și roate, se utili- 
zează valoarea E! mărită cu un coeficient de siguranță. care, se 
determină prin comparaţiunea materialului în studiu cu un mar 
terial similar existent, de bună construcţie, ceea, ce revine de alt- 
fel la o anumită mieşorare a valoarei lui; 6. după-cum am făcut 
noi în proectul ce am stabilit pentru Construcția și Organizaţia 
Afetului. destinat ţevilor. de tun. de 150. mm. calibru, scoase 
din forturile cetății București, publicat în Revista; Artileriei 
din Mai—lunie 1921. e a ba) 


Cititorul se mai poate, referi şi. la articolul, nostru, întitu- 


Tá 


PI 


libru, cu tragere. repede;-sistem: Burileanu, care, au luat, parte 
la războiul; din. 1916—18. p! e ri aD ; 
i P a an ara. alslamard. * Lorcas$bi ojsbiiaa stă 
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VII. MIŞCAREA SOLIDELOR NATURALE 


Când un solid natural se mişcă în spaţiu sub acțiunea 
unor forțe, deformaţiunile pe care le" suferă în punctele de apli- 
caţie ale forțelor sunt în general neglijabile, aşa că solidul poate 
fi considerat ca păstrând o formă invariabilă. Se vor putea deci 
aplica mişcării solidelor naturale toate teoremele privitoare miş- 
cării solidelor invariabile, fără vre-o altă consideraţie de avut 
în vedere. 

Nu se va proceda însă astfel decât pentru studiul mişcării 
solidelor isolate. 

Când un solid natural rămâne pe timpul mișcării sale în 
contact cu unul sau mai multe alte solide naturale, trebue să se ţină 
seama de reacţiunile particulare ce se produc în punctele de con- 
tact, aceste reacțiuni nefiind aceleaşi ca în cazul contactului 
dintre solidele pe care le consideră Mecanica raţională. Numai 
cu această condiţie se vor putea apoi aplica solidelor naturale 
teoremele referitoare Dinamicei solidelor invariabile. 

Cu reamintirea celor expuse la capitolul intitulat » Echili- 
brul solidelor naturale“ exemplele care urmează vor lămuri su- 
ficient această, chestiune. 


1. Rostogolirea unui cilindru de revoluție pe un plan orizontal. 
Fie un cilindru de revoluţie omogen şi greu, de rază r şi de 
greutate P, stând în repaus pe w plan orizontal. Să aplicăm 
în centrul de greutate O al cilindrului şi perpendicular pe ax, 
un efort orizontal de tracţiune T pe care să-l facem să crească 
progresiv cu începere dela zero. 
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Ştim că cilindrul va rămâne în stare de repaus până când 
, ` R A Ă ; 
valoarea lui T va deveni egală cu — ò, însemnând prin ò dis- 


tanja punctului de contact mecanic © la verticala centrului de 
greutate. În acel moment, acțiunea 
planului orizontal asupra cilindru- 
Îmi are 0 componentă orizontală 
F egală cu tracțiunea T şi o com- 
ponentă verticală P’ egală cu P 
însă de sens opus. Componenta F 
reprezintă o frecare şi vom pre- 
supune că valoarea ei este mai Fig. 216 
mică decât frecarea :de alunecare 


FP, așa ca mărind pe T dincolo de valoarea = ò cilindrul să 
nu ia decât o mişcare de rostogolire, 

Pe timpul acestei mişcări, componenta P’ va rămâne a- 
ceiaşi pe când F va fi variabil. Centrul de greutate O se va 
mişea în direcția efortului T după legea 


(1) MTF 


M fiind massa- cilindrului şi V viteza lui O. 


Pe de altă parte, însemnând prin! I momentul de inerție 
al cilindrului în raport de axul său şi prin w Viteza unghiulară 
de rotaţie în jurul acestui ax, avem 


I% = Fr — Pò 
sau, pentru că I este egal cu M72, 


2) t Mra de = Fr — Pò. 


Insfârşit, cum există rostogolire, viteza punctului de con- 
tact geometric A este nulă. Viteza de antrenare a acestui punet 
fiind egală cu V iar viteza relativă egală cu — rw, viteza sa 
absolută are ca expresie V — rw; avem deci relaţia 


(3) urapa V—ro=o. 
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Ecuațiile (1), (2) şi (3) ne permit a determina pe e ) 


q Şi F. Ele ne dau în adevăr, în funcţie de datele problemei 


du _ 2 Tr—P3 dV Zigala Pò paTrt2Pè. 
MA Ma” di 33 Mr 7 op 


Egalitatea întâia, ca şi a doua, arată, că de îndată ce T 

P . v 
depăşeşte valoarea F mişcarea se accelerează. Pentru ca ea 
să devină uniformă cu începere de la un moment oarecare, trebue 


= 
ca T să reia valoarea — 5. 


Egalitatea a e stabileşte că F creşte odată cu T. 
Pentru ca F să nu atingă valoarea frecării de alunecare, caz 
în care mișcarea cilindrului ar. fi o rostogolire cu alunecare, 
trebue să avem | 

Tr +2P3, ; 
agp GE 


adică 
T< pe y 


In asemenea ipoteză, să ne închipuim că întrun moment 
oarecare al mișcării se suprimă efortul T. Mişcarea va deveni 
atunci uniform întârziată și va avea loe potrivit egalităților 


ie baie zu ai ep ia 

"dt "Si Mra 32 
ÎN 2 gè 
(TR TA 


care se deduc din cele de mai sus făcând pe: T egal cu zero. 
Frecarea va deveni constantă, valoarea ei fiind 


HES EER 


2. Rostogolirea cu alunecare a unui cilindru de revoluție pe 
un plan orizontal. In exemplul precedent am presupus că rosto- 
golirea are loc fără alunecare. „Alunecarea se poate cui chiar 


dela eșirea i starea de repaus. dacă, se întâmplă ca — ô să 
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` 


2) 


atingă valoarea f P, adică dacă avem f= . Am mai văzut 


că alunecarea se. poate produce pe timpul rostogolirii când com- 
ponenta F atinge aceiaşi valoare f P, ceea ce corespunde unei 
anumite valori a efortului de tracțiune. 

Ori care ar fi momentul cu începere de unde are loe ros- 
togolirea cu alunecare, vom avea începând dela acel moment 


(4) Mi =T- fP 


= 1 
6) ÎL Mret =fP.r- P= P (fr ò). 


f E 4 aNs. dw 
Prima ecuație dă pe ap iar a doua pe p - Componenta 


F rămâne constantă și egală cu f P. Expresia V—rw nu mai este 
nulă şi reprezintă viteza de alunecare. 


Punând termenul P (fr—ò) sub forma Pfr (= z) ayem 


x TA „8 ; 
de observat că în practică valoarea raportului peste foarte 


mică faţă de unitate. Astfel, în cazul unei roate de fer de un 
metru ca diametru care: sar rostogoli cu alunecare pe o şină 
de. fer, se poate lua f= 0,18 şi: ò= 0,43 milimetri aşa că 
ò 1 au A i sia 

e y i a ecuația (5) se poate serie pur şi simplu 


fr 
6» Ic Me Lo — Pfr 


aceasta, revenind după cum se vede la neglijarea lui 5. Deci, în 
regulă generală, când există rostogolire cu alunecare, se poate 
considera punctul de contact mecanic ca confundat cu punctul 
de contact geometric. 


3. Mişcarea unui cilindru de revoluție pe un plan înclinat. 
Vom presupune că cilindrul pleacă din stare de repaus sub sim- 
pla acţiune a greutăţii sale, generatricea de contact geometrie 
a cilindrului cu planul fiind orizontală. 
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Cilindrul va cobori planul sub efectul forţei de trac- 
tiune T = P sina, a fiind înclinarea planului pe orizont. 

Pentru ca mişcarea să poate 
începe, trèbue ca valoarea lui T 


Yv . . A N 7 
să fie mai mare decât TF. ò, N 
fiind componenta normală a ac- 
țiunii planului. Cum N = P cos g, 
trebue deci să avem 


P cos œ ne 
= ò adică 


Psina) 


Fig. 217 


ò 
(6) tga) Š. 
Dacă mărim progresiv pe « cu începere dela zero, cilin- 


drul jse va pune în mişcare când æ va trece de valoarea 
M io 3 
tgo e sale Rezultă de aci un mijloc practic pentru determinarea 


valoarei lui ò. 

Să, presupunem. condiţia (6) îndeplinită. Mişcarea va putea 
fi o rostogolire, sau o rostogolire eu alunecare, după valoarea 
pe care o are a. 


a). Rostogolire fără alunecare. Dacă presupunem că a are 
astfel de valoare că rostogolirea se produce fără alunecare, ecua- 
tiile mişcării vor fi ecuațiile (1), (2) şi (3) de mai sus, în care 
se va înlocui T prin Psin şi componenta normală a acţiunii 
planului prin P cosa. Făcând aceste înlocuiri, se obţine 


TD MT — Psina — F 
(8) i = Ir? 2 = Fr — Păcosa 
(9) V=ro. 

Din aceste ecuaţii deducem 


r sina + 2îcosa 
Poe Daros Serea Tie 


— 413 — 


Inlocuind pe F prin această valoare, ecuaţiile mişcării se 
reduc la cele două ecuaţii 


dV 24 


= “I d w 
TE (sina — 8 cosa ) = r %2 


dt 
deci, mişcarea va fi uniform accelerată, diferența r sin a—ò cos a 
fiind o cantitate pozitivă potrivit inegalității (6). 

Pentru ca în conformitate cu ipoteza admisă să nu existe 
alunecare, trebue să avem F< f. P cosa adică 


COs Q 


a Cea e % 
de unde 
(10) tga (3p—2 A. 
Valoarea lui œ trebue deci să satisfacă acestei condiţii, care 
se reduce la tga <3f dacă neglijăm pe gA : 


b). Rostogolire cu alunecare. Dacă inegalitatea (10) nu 
are loc, mişcarea va fi o rostogolire cu alunecare. Se vor utiliza 
atunci ecuaţiile (4) şi (5)bis sub forma 


M $F = P (sina — fosa) 


1 d 
Mr TE = P/r cosa 


sau 
(11) IN — g (sin a = f cos a) 
(12) de Uf eosa. 


Putem observa că ecuația (11) este identică cu aceea care 
dă viteza unui corp greu, terminat printr'o suprafață plană, 
care ar coborî planul cu alunecare. 


4. Mişcarea unei sfere omogene și grele pe un plan orizon- 
tal, când se ține seama de frecare (mișcarea unei bile de biliard). 
Să considerăm o sferă omogenă și grea care se mișcă cu frecare 
pe un plan orizontal, sfera fiind animată în momentul iniţial 
de o mişcare de rostogolire cu alunecare. 
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Să luăm trei axe dreptunghiulare fixe Oz, Oy, Oz, dintre 
care Oz vertical şi îndreptat în sus iar Oz și Oy în planul 
pe care se mișcă sfera. Prin 
centrul O! al sferei să du- 
cem axele Ox, O'y’, O'z! 
paralele celor precedente. 

Fie: 
u, v proecțiile pe Oz şi Oy 
ale vitezei centrului O'; p, q, 
y Y r proecțiile pe O'x', O'y’, O'z’ 
Fig. 218. ale vectorului rotației în 
jurul axului instantaneu tre- 


pă 


când prin O'; 
R raza sferei; 
K raza sa de giraţie în raport de unul oarecare din dia- 


metre ; 
f coeficientul de frecare al sferei pe plan. 


Faza l-2, Cum, prin ipoteză, sfera posedă în momentul 
iniţial o mişcare de rostogolire cu alunecare, această mișcare se 
va continua un oarecare timp, constituind prima fază a mișcării. 

Neglijând parametrul de rostogolire ô, să însemnăm prin 
X, Y, Z, componentele acţiunii planului asupra sferei, din punc- 
tul de contact geometrie A situat pe verticala O'z’. In afară de 
această acţiune, sfera nu mai este supusă decât acţiunii greutăţei 
sale Mg aplicată în O'. 

Teorema mişcării centrului de greutate ne dă ecuaţiile 

AN cu do 

OaM a Mu X: Z—Mg=o. 

Apoi, avem prin teorema momentelor cantităților de miş- 
care (ecuaţiile lui Euler): 


dp dq _ 7 dr 
E varia, MREUI RY, deo: 


pe de altă parte, componenta tangenţială a acțiunii pla- 


nului, adică frecarea propriu zisă, fiind egală cu V X? + Y>, 
avem egalitatea E 


(3) VX PY = fZ. 


Insfârşit, această componentă tangențială fiind direct opusă 
vitezei punctului de contact A, considerat ca aparţinând sferei, 
şi viteza acestui punct având-ca proecţii u — Rg pe Oz şi 
v + Rp pe-0y1), avem ea ultimă ecuaţie 


X _ _u—Rgq 
(4) ZID Rp 


In total, opt ecuaţii pentru determinarea celor opt necu- 
noscute u, v; p, gr; X, Y, Z. | 


Din ecuaţiile (1) şi (2) deducem 
i X du HOO "00 


şi, cum 


do dp dv+Rdp d(w FR») 
conchidem potrivit ecuației (4) că | | 


d(u — Ra) _u—Rq, 
d(v+ Rp) + Rp 


$ 


Această ecuație pusă sub forma 


d (u — Rq) _ do + Rp) 
u — Rq v Rp 


ne dă prin integrațiune 


u, — Rg 


1! Log SETE Oa 


u — Rg 
v + Rp 4 
zultă, că direcția frecăriù este constantă; pe de altă parte, in- 


. = X ` 
Deci raportul este constant, ca și egalul sau y Re- 


1) Cosmo tele — Rg şi Rp rezultă din aplicația formulelor generale 
glim ry! mal — pah făcând a! = y'= o şi a! = —R care sunt cordona- 
tele punctului A, ; f 


i 
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tensitatea ei este de asemenea constantă, căci ecuaţiile (1) şi (3) 
ne dau prin eliminarea lui Z, 
V X2+ Y2=—Mgf. 

Vedem astfel că centrul de greutate O! descrie o parabolă, 
de oarece el se mişcă ca un punet material izolat supus unei 
forțe constante. Parabola poate de akfel să se reducă la o 
dreaptă, dacă viteza iniţială este în direcţia forţei. 

Acest rezultat poate fi verificat cu o bilă spoită cu alb 
şi lansată pe un biliard aşa fel ca bila să posede o mare alu- 
necare iniţială; se constată atunci forma parabolică a urmei 
lăsate pe postavul bihardului. pe 

In vederea determinării celor opt necunoscute, să presu- 
punem, pentru simplicitatea formulelor, că axul Oy a fost ales 
aşa fel ca direcţia lui să coincidă cu aceea a vitezei iniţiale pe 
care o are punctul de contact A. Atunci, componenta acestei 
viteze pe Oz fiind nulă, avem 


uw — Rg = 0 


şi, pentru că frecarea este direct opusă vitezei de alunecare şi 
păstrează o direcție invariabilă, 


X=o, = Mg 


“Ca urmare, ecuațiile mişcării devin 


du d 
Si > 0» Ca A Z = Mg 
> dp d dr 
u~ BIg, =o, dp >0: 


Potrivit acestor ecuaţii, vedem mai întâi că cele trei can- 
tităţi u, 9, r rămân constante: 


U = Uo, 9 = 90 T= To: 
Deducem apoi prin integrațiune pentru v şi p, . 
R fg 


v=v— fat, P=p- KF t: 


Am determinat în felul acesta toate necunoscutele în func- 
ție de condițiile inițiale ale mişcării, 


SUE 


Dacă voim ecuația proecțiunii traectoriei centrului de greu- 
tate pe planul «Oy, observăm, că însemnând prin a, b, cor- 
donatele lui O', ecuaţiile 


dai al ii 
N ir rau) vai = vo — f9t 
ne dau, dacă luăm ca origină poziţia, inițială a punctului A, 
izg 
a= ut, b=vt— -5 gt. 


Ecuația în chestiune rezultă din eliminarea lui ¢ între a- 
ceste două din urmă ecuații. 


Faza 2-2. Viteza de alunecare a punctului de contact A are 
ca componente u — Rg, v+ Rp. Ori, avem 


u— Rq = w — Rg = 0 


R 
v+Rp=v —fgt+ R (p — Eti). 
Cu sistemul particular de axe ce am ales, prima compo- 


nentă este deci totdeauna nulă. Cealaltă este o funcție lineară 
de ¢ care se anulează pentru valoarea 


Pentru ¿$t mişcarea de alunecare va înceta de a se mai 
produce, căci dacă ar continua de a avea loc atunci viteza ei 
»+Rp ar trebui să schimbe de semn şi ar dobândi același 
sens ca, frecarea, ceea ce constitue o imposibilitate. Mișcarea 
va fi deci o rostogolire executată potrivit ecuaţiilor (1), (2) 
cărora li se vor alătura cele două ecuaţii 

(5) u-—Rg=o, v+ Rp=o 2 
adică în total tot opt ecuații pentru determinarea celor opt ne~ 
cunoscute u, v; Pp, qo r; X, Y, Z. 

Ele dau pentru X şi Y valori nule, verificându-se astfel 
absența oricărei tendinţe la alunecare. In adevăr, dacă eliminăm 
pe X şi Y între ecuaţiile (1) şi (2) obţinem 


du , K? dq do K’ dp_ 


R rai OA UDE) A Cazi 


24468 — 27 
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şi aceste ecuaţii, înlocuind pe ca şi H prin valorile deduse din 
ecuațiile (5), se reduc la S 


du dv 


ceea ce potrivit ecuațiilor (1) conduce la rezultatul 
XLS, WSO 


Cum ecuaţiile (6) stabilesc că u şi v rămân constanţi, re- 
zultă că începând dela momentul Y miscarea centrului de greu- 
tate devine rectilină gi uniformă. a 

, Sensul acestei mişcări depinde de semnele componentelor 
u Și v în momentul / când încetează alunecarea.: Ori, raportân- 
du-ne la studiul primei faze, u şi v, în sistemul particular de 
axe, au în momentul / valorile 


Ug s. vo — fgt' 

adică, înlocuind :pe ! prin valoarea sa și pentru că w —R9, = 0, 

| _R(Rvo— K? pi) 

Aa E R ema 
Rezultanta acestor componente poate, după ordinea de mă- 
rime şi semnele cantităților o, Vos Po să facă un unghiu oare- 
care cu viteza iniţială a centrului de, greutate, ale cărei compo- 
nente sunt Rg, vp. Se poate deci întâmpla ca după momentul 
t" sfera să continue de a înainta în sensul impulsiei primitive, 
sau să se întoarcă înapoi (efectul de retro la biliard) sau însfâr- 

şit să ia o direcție intermediară oare-care. 

Observaţiune. Cu începere din momentul /, am spus că cen- 


trul de greutate al sferei dobândeşte o mişcare rectilină şi uni- 
formă, care ar fi să continue indefinit. - 


Asemenea rezultat se înțelege că nu se verifică, în practică. 
Cauza este nu numai rezistenţa aerului, care se opune mişcării 
sferei şi de care nu sa ţinut socoteală, dar totodată faptul că 
sa neglijat rezistenţa la rostogolire, admiţându-se că şi pe tim- 
pul rostogolirei.fără alunecare punctul de contact mecanic a 
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rămas în coincidență cu punctul dè`contact geometric. Ori, ase- 
menea presupunere nu permite de a ajunge la conclusiuni exacte. 

Fără această presupunere; compbnentelă. w åo àle vitezei 
centrului de greutate” mar fi Constante, | după cum. niċ? compo- 
nentele X şi Y ale frecărei n'ar fi nule. Frecarea ar fi însă 
mai mică, bine înțeles, decât frecarea de alunecare Moj. 
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PARTEA V 


MIŞCAREA PROECTILULUI ÎN JURUL 


CENTRULUI SĂU DE GREUTATE. 


I. NOŢIUNI INTRODUCTIVE. 


GREUTATEA. REZISTENŢA AERULUI. FRECĂRILE LATERALE. 
MIŞCAREA CENTRULUI DE GREUTATE. 


Problema mişcării proectilului în jurul centrului său de 
greutate, constitue o foarte interesantă aplicaţiune la un caz 
concret a teoriei mișcării unui solid în jurul unui punct fix. 
Pentru antilerişti, ea este de o importanță considerabilă, inte- 
resând în mod direct atât precizia tragerilor cât si construcția 
„proeetilelor. y 

Nu ne putem însă ocupa de această chestiune fără a pre- 
ciza mai întâi toate considerațiile de ordin balistic pe care vom 
sprijini rezolvirea ei. 

Este ceea ce vom face în prezentul capitol. 


i 


Un proectil asvârlit de o gură de foc se găseşte supus pe 
timpul mișcării sale în aer la acţiunea greutăţii sale mg, la 
rezistenţa R a aerului şi la frecările F ocazionate de scurgerea 
aerului pe pereţii săi. Determinarea mişcării proectilului, pre- 
tinde ca să cunoaştem în fiecare moment al mișcării mărimea 
şi direcţia acestor forţe. 


1. Variația lui g cu altitudinea. Greutatea este o forță cu- 
noscută, Mărimea ei depinde însă de g care variază cu altitu- 
dinea. In calculele balistice se ţine socoteală de această variaţie 
în felul următor, 


— 421 — 


Fie gy şi ga valorile accelerației greutăţii la altitudinele 
y şi o. R fiind raza pământului, avem potrivit legii atracțiunei 
universale 


m di i mona 
E (RF 
deci 


gI EF sau gy = go (1 -- Ly 


Dată fiind micimea cantității Aha utem lua din desvol- 
ROR 


—2 . . . . as . .. 
tarea, lui (1 =- 4) numai cei doi dintâi termeni, scriind 


„= pQ 


Insă termenii 1 şi e sunt totdeodată primii doi termeni 


2y 
din desvoltarea funcției e R ; mai putem deci serie, în aceiaşi 


ordine de aproximație, 


de unde ; 
log gy = log ge — = loge. 
Ori, pentru y = 730, avem 


Z log e = 0,0001. 


Pentru a se ţine seama de variaţia lui g cu altitudinea, 
se va micşora prin urmare loggy cu o unitate de al 4lee ordin 
zecimal, de fiecare 730 metri ai altitudinei. 


2. Rezistenţa aerului. Fie un element de suprafaţă do care 
se «deplasează în aer paralel cu el însuşi, într'o direcție CD n 
pendiculară acestui element. 

Rezistența opusă de aer mişcării elementului, este perpen- 
diculară pe element şi depinde de suprafața do, de densita- 
tea A a aerului şi de viteza v a deplasării, Cum experiența a do- 
vedit, că pentru o suprafaţă plană rezistența este proporțională 
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cu densitatea aerului și cu suprafața, putem scrie, îhsemnând 
prin Ra rezistenţa pe elementul da: 


D Rn = do 4. p (v) 
PA Y (v) reprezentând o faneție de viteză. 
G do Dacă direcția translației CD face un un- 
ghiu 0 cu elementul do, se admite că rezistența 
Rn perpendiculară acestui element, opusă de aer, 
Fig. 219 este l 
i i Ry = do. A. Y (v). f (0) 
J (©) fiind. o funcție crescătoare. de 0, care pentru: 6 = 90% este 
egală cu 1. 
Ca urmare, dacă reprezentăm prin Ry proeeţia lui Rọ pe 
direcția translaţiei, avem 
RS Ry sin 0 = ds. Ay (0). f (0) sin6. 
Să considerăm acum un proectil ogival. 
Fie AB meridiana ogivei sale, raportată la axul 
Oy al proeetilului. şi la o-perpendiculară Oz - 
pe Oy din planul meridianei. Să presupunem 


că proeetilul se deplasează în aer în direcția Ry 
axului său Oy. Atunci, numai ogiva suportă pre- Fig. 220 
siunea, aerului, 3 ei Îi 0 ai N 


Pe meridiana AB să considerăm un element: MN de lun- 
gime ds. Prin învârtirea în jurul axului Oy, 
acest element nâşte o suprafață do egală cu 
„De i „2 mæ dst). Fie un element al acestei suprafeţe 
aN ia ap de „lungime da, şi de, lățime dà. Rezistența pa- 
i2 IB ralelă cu. Oy fiind, aceiaşi pe. toate elementele 
de acest fel în care se poate descompune do, 
rezistenţa pe suprafață de af 
ză Aa ada ei Ry = 2r w ds, A. Y (v). f (0) sin 0 
Huapi SRo AaB Te Ailai ma ad ijo. sia 
E E ARTO NON 


23 


E E T, 


E 


20) Buprafath de" trunehiu do 'con, egală după kion ştie cu 
m de [a (24 42) ude 1n valoare principală, suprafața cilindrică 2 ra ds. 


au. e 


i Rezistenţa Ru a aerului pe do este nulă, căci componen- 
tele lui R sunt două câte două egale și direct opuse. 

Aşa dar, însemnând prin a calibrul proectilului , rezistența 
totală R a aerului asupra ogivei: are ca expresie 


R=mAy(v) f d (x°) f (0) 


adică 


R=rAŅ (v) T FOr) 


Om fiind o a rare Bust a lai 0 în intervalul dela A la 
B: aan însfârşit punem f e avem 


RS =7 za iA $ (v). 
Accelerația ao este 


sau, punând Fg 4 (0) = Po teises aoe 


(1) w= iAP). 


In această expresie a accelerației, i caracterizează forma 
proectilului. I se zice indice de formă.: Expresia sa i =F (0m) 
arată, că pentru un calibru dat, el este cu atât mai mie cu 
cât ogiva proectilului este mai “alungită. - 

A este greutatea metrului cub de aer în punctul de altitu- 
dine y, unde se găseşte proectilul în momental t, viteza sa 
fiind v., Punând 

„A dă 
c=i A> 
| aioli LP 
expresia accelerației ia forma simplă 
w= cF (v). 

Valoarea c care coprinde caracteristicele proectilului -se nu- 


meşte coeficient balistic, Acest coeficient nu este o constantă, 
căci el variază cu densitatea aerului, 
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Pentru înălțimile până la săgețile de cel mult 8.000 de 
metri, valoarea, densităţii A, pe care să o însemnăm la altitu- 
dinea y prin A (y), se calculează, în mod practic prin formula 


A (y) = b , o 100060 


A, fiind densitatea la suprafața pământului. 


Rămâne să vorbim despre funcția F (v). Pentru determinarea 
valorilor numerice ale acestei funcții, se procedeazá în felul 
următor: 

Se execută o tragere orizontală şi se măsoară vitezele v şi 

v, ale proectilului la distan- 

T, T, a p 

Oo o Z r tele xı şi x, dela gura țevii, 
v, Va R Ze 

luându-se z,=—50 metri pen- 

tru ca viteza proectilului să 

nu mai fie influențată de împingerea, gazelor care ies din ţeavă, 

şi və vecin de 400 metri, proeectilul mergând ca şi în linie 

dreaptă pe această distanţă. 

Cum pe parcurs orizontal travaliul greutăţii este nul, teo- 

rema forţelor vii ne dă relaţia: 


—R de =d ($m?) 


Fig. 222 


sau, înlocuind pe R prin mw, 
—wdz=d(3 v) 
şi întegrând dela x; la za: 
| 1 da = — 2 (w? — v’). 
EA : 

Insemnând prin wm o valoare mijlocie a accelerației, putem 
scrie 
1 
Wm (2, — v) = FER (vit — v?) 
de unde iieii 


E TA] 
Wm = rar d e 
2 aa 


RE EA 


a 


Se admite că valoarea Wm astfel calculată, corespunde vi- 

DU Ve anan 7 i i | 
tezei nta, Experiența se repetă de mai multe ori cu același 
proectil însă cu viteze inițiale diferite, formându-se un tablou 


vi 


, : Fi 
în care wm se înseamnă prin w iar —5— prin v. Acest tablou 


ne dă corespondența între v şi w. Formula 


(a) w=} Ao s F (v) 


[i 


ne dă apoi valoarea numerică a lui 4 F (v) pentru diferitele ya- 
lori ale vitezei ». 


La poligonul dela Gâvre, din Franţa, s'au făcut altă dată 
asemenea experienţe cu trei principale tipuri de proectile şi s'a 
constatat, că dacă se divid valorile ¿F (v) obţinute la aceste 
experiențe prin sinusul semi-unghiului ogival y al 
proectilului respectiv, raportul 

iE (v) - 

sin y 
are aceiaşi valoare pentru toate cele trei tipuri | 
de proectile experimentate, la egalitate de viteză. 

Punând atunci 

iF w) ` ; Fig. 223 


o (v) fiind zisă funcția dela Gâvre, sa conchis, că pentru ori-ce 
alt proeetil de formă apropiată celor trei forme experimentate, 
valorile i F (v) corespunzătoare proectilului sunt egale cu valorile 
o (v) înmulţite cu sinusul semi-unghiului său ogival y. Sa luat 
deci F (v) = ọ (v) şi î = sin y. 


Formele moderne de proectile, cu ogiva mult mai alungită 
şi cu partea de dinapoi tronconică, nu se mai conformează 
acestei legi simple. Se înţelege de altfel, că de oare=-ce rezistenţa 
R depinde de forma particulară a proeetilului, fiecare formă de 
proectil are funcția sa proprie de rezistenţă, In practică, se ad- 
mite totuşi, că diferitele funcții î F(v) se deduo tot din funo- 
ţia % (v) înmulțită cu un coeficient ài, iadicele de formă, care 


— 426 — 


pentru proestilele actuale poate totdeauna să fie luat egal cu 
un sinus ; 


4= Sin Ym 


unghiul ym fiind însă atunei un semi-unghiu ogival fictiv, 
Această valoare a lui i se determină printr'o tragere de 
experienţă la fel cu celelalte, din care rezultă două valori nu- 
merice pentru v şi w. Tabla F (v) dându-ne atunci valoarea 
acestei funcții care corespunde lui v, formula (a) în care înlo- 
cuim pe w și F (v) prin valorile lor numerice ne procură pe i. 
- Dacă facem mai multe asemenea experiențe, se constată că, iva- 
riază puțin cu viteza, aşa că nu este tocmai o constantă după 
cum se admite, = at 
„In lipsă de experienţă, se poate obţine o' valoare - aproxi- 
mativă pentru 4 utilizând formula empirică : sina 
log = 1,800 — 0,45 log (h+ 1,25 MW). 
i h şi h fiind, respectiv, înălțimile 
evaluate în calibre a ogivei şi a 
pärței tronconice de dinapoi a 
. proectilului. 3 
i i „Pentru proectilele actuale; 
valorile lui i sunt coprinse între 0,3 și 0,7. 
In ceea ce priveşte funcţia F (v), aliura generală a curbei 
sale reprezentative este aceea a unei Ffv) 
= CR v 
parabole când v variază dela o la ; 
300 7/, şi a unei drepte pentru | ` 
vX 300 m/,. DARE A E T 
S'a căutat să se dea funcției 
F (v) și forme analitice. Dintre aces- 
tea, sunt mai ales de reținut urmă- 
toarele două; 
P(v)=0,18?2 pentru w (800, 
F (v) = 400 (v— 260) „ -vX 38007, 
ceea din urmă fiind datorită Genera- 
lului Chapel, care-a mai indicat şi 
formula | t 
F (w) =K (A + sin p) v? 


Fig. 224 


c ÅO me 


— 32 
a y ean A=180, K= 0,1878 
care se aplică pe toată întinderea funcfiei F (v). 
In unele calcule, în loc de funcția F (v) se utilizează foneția 


fo- 

„Curba reprezentativă a acestei funcții are un punet de in- 
flexiune pentru v = 340 "™/s şi un Flo) 
maximum: pentru v = 468 m/,. 

Ca unități de măsură în cal- 
culele balistice, se ia metrul, ki- 
logramul şi secunda. 

Notă. Valorile coeficientului 
balistie 


KA 


OA S : 
PREO Es Fig. %6 
sunt coprinse între 10 * și Tk „20. y 

Servindu-ne de aceste valori, putem să ne da sea aa de 
importanța rezistenți aerului... A 

Să presupunem spre exemplu că v = 500 m/, şi e = 107% 
Potrivit formulei lui Chapel, avem 


w= cF) 10t. 400 (500 — 260) = 9,6 . 


~ Aşa dar accelerația rezistenții aerului este de aceiaşi GR 

de mărime ca acceleraţia gravităţii. i 

Să luăm însă v = 500 ™/, şi c= 107.8 ceea ce cores- 
punde aproximativ unora din vechile proectile de 75 m.m.; 
obținem atunci 

PEO 10.8. 

Acceleraţia este deci în acest caz de opt ori mai mare 

decât acceleraţia gravităţii. 


3, Frecările aerului, Să considerăm ca şi mai sus un pro~ 
ectil care se deplasează în aer „în direcţia axului său. Rezistenţa 
opusă de aer înaintării acestui proectil este datorită nu numai 
presiunei aerului asupra opivei, dar şi frecăvilor ocazionate de 
scurgerea aerului pe meridianele proectilului, Apa 
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Dacă proectilul este animat de o simplă mișcare de trans- 
laţie, rezultanta acestor frecări este evident îndreptată pe linia 
axului proectilului și valoarea sa intră în funcția experimentală, 
F (v) care totalizează astfel presiunea aerului asupra proectilului 
şi frecările longitudinale. ; 

Dacă proectilul este însă animat şi de o viteză de rotație 
în jurul axului său, atunci scurgerea moleculelor de aer pe su- 
prafața proectilului nu se mai face în direcţia meridianelor. Fie 
M un punct de pe circonferința unei secţiuni drepte a proecti- 

lului. Frecarea din M ocazionată de scurgerea 
moleculelor ‘de aer, se poate descompune în două 
componente: una F, tangentă meridianei care 
trece prin M şi depinzând de simpla mişeare de 
translație a proeetilului şi alta F, tangentă cir- 
conferinței secţiunii drepte, îndreptată în sensul 
„contrariu al rotației proectilului şi depinzând 
numai de această rotaţie. 
Frecările longitudinale F, dau, după cum 
am mai spus, o rezultantă care intră în valoarea 
"funcţiei experimentale F (v). Cele laterale F, 
Fig. 227 formează două câte două un cuplu, al căruia ax 
„coincide cu acela al proectilului, aşa că rezul- 
tanta acestor cupluri este un cuplu având ca ax tot axul proee- 
tilului. Acest cuplu rezultant este fără efect asupra mişcării cen- 
trului de greutate; el tinde numai a micşora întru câtva viteza 
de rotaţie a proectilului în jurul axului său de figură. Viteza 
aceasta este însă aşa de mare că influenţa cuplului asupra ei 
este ca şi neglijabilă 1). 


4. Cum se pune problema mișcării proectilului în aer. La în- 
ceputul mișcării sale în aer, proectilul asvârlit de o gură de foc 
se găsește animat de o viteză de translație vo în direcţia pre- 
lungirii axului țevii și “de o viteză unghiulară de rotație e în 
jurul propriului său ax. 


x 


1) Pentru tunurile de câmp de 75 m.m. valoarea vitezei unghiulare 
de rotaţie a prosetilului în jurul axului său este de cel puțin 700 m/s. : 
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Pe un parcurs de câteva sute de metri, traectoria centrului 
său de greutate @ este ca și rectilină, axul GA al proectilului 
coincizând sensibil pe acest parcurs cu direcţia GT a vitezei 
inițiale vo. Apoi, din cauza greutăţii, curbura traectoriei cen- 
trului de greutate accentuându-se, tangenta GT se înclină pe ori- 
zont aşa că direcţia ei ajunge a forma un unghiu 0 cu axul 
proectilului. De îndată ce unghiul 0 ia naştere, rezistența aerului 
R devine oblică față de ax. Ea mar întârzia să dea proectilul 
peste cap dacă acesta mar fi animat de o mare viteză de ro- 
tație în jurul axului său. Din cauza acestei viteze, proectilul, 
sub efectul rezistenţei R, ia o anumită mişcare giroscopică, așa 
după cum se va vedea în capitolul următor, care face ca axul 
său să nu se depărteze prea mult de tangentă şi proeetilul să 
cadă astfel la pământ cu vârful înainte !). 

Fie, într'un moment oarecare, AGT poziţia planului format 
de ax şi tangentă. Din cauza unghiului 0, rezistența aerului nu 
mai este aceiași pe meridianele proeetilului. In lungul meridianei 


SNPQ dinspre partea tan- 
R K A 


gentei GT, ea este evident S 
mai mare decât pe meridiana 

M E 
opusă SKLM, însă, în două 
puncte simetrice față de pla- 05 
nul AGT rezistenţele sunt Fig. 228 
egale și simetrie așezate, așa 
că rezultanta lor este o forță conținută în acest plan. Rezultanta 
generală a presiunilor aerului asupra pereților proectilului este 
deci o forță R conținută în planul AGT numit plan de rezis- 
tență. Punctul C unde forţa R întâlneşte axul GA se numeşte 
centru, de rezistență. 

“Să trecem acum la chestia, frecărilor, Considerând o see- 
țiune dreaptă a proeetilului de centru O, fie: M un punct de 
pe circonferinţa secţiunii, F, frecarea tangenţială a moleculelor 
de aer din M pe suprafaţa proectilului care ar înainta fără a se 


1) Aceasta însă numa! în tragerile obişnuite de artilerie, iar nu şi în 
acelea prea vecine de verticală, 
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învânti şi Fp frecarea moleculelor tangentă cireonferinţei în ipo- 
teza că proeotilul s'ar învârti stând pe loc. 

In punctul M’, simetricul 
lui M în raport de planul de 
rezistenţă, frecarea F’, este 
egală cu, F, şi simetrică faţă 
de acest plan, așa că rezul- 
tanta lor este coprinsă în pla- 

. nul- de rezistență. Toate aceste 
frecări. longitudinale dau prin 
urmare o rezultantă generală 
coprinsă în planul de rezistență, 

Fig. 229 a cărei valoare intră în yaloa- 
i rea rezistenței aerului R; 
Frecarea F', din Saru, M! este egală ca mărime cu F, 

şi simetrică faţă de planul de rezistență cu F, luată în sens 
contrariu. Rezultanta frecărilor F, şi -FY,. este deci:o forță F, 
coprinsă în planul secţiunei și perpendiculară . pe planul de re- 
zistență.. Cum în punctele N şi N’ de pe spinarea  proeetilului, 
corespunzătoare punctelor M şi M’ din faţă, presiunea, . aerului 
este mai mică, şi, cum frecările sunt proporţionale, cu presiunile, 
rezultanta F, din aceea- regiune este mai mică decât F, .: Re- 
zultanta generală a tuturor frecărilor laterale. este deci o forță 
F perpendiculară pe planul de rezistență și . aplicată întrun 
punct al acestui plan situat faţă de. az. de. „aceiași. parte. ca 
tangenta. Această rezultantă, este, de altfel cu atât mai mare, cu 
cât unghiul 6 este el însuşi mai mare, de oare-ce 6.. crescând 
frecările F, crese pe când frecările F se micşorează. 


In ceea ce privește sensul vectorului reprezentativ al forței 
F, se va ţine socoteală, că dacă după cum este cazul figurei, 
rotația proectilului are loc dela dreapta la stânga, observatorul 
culcat pe acest vector, transportat paralel cu el însuşi în centrul 
de greutate G, ca origină, trebue să vadă rotația care aduce pe 
GA peste GT dela stânga la dreapta; el trebue din potrivă să 
vadă, această rotaţie ca având, loo dela dreapta la stânga, dacă 
proectilul se învârteşte dela stânga la dreapta. 
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Potrivit teoriei generale a mişcării unui solid liber, deter- 
minarea mişoării unui proectil în aer depinde de integrațiunea 
unui sistem de şease ecuații diferenţiale de ordinul al doilea, 
dintre care trei corespund la mișcarea centrului de. greutate G 
sub acţiunea, greutății mg și a celor două forțe R și -F trans- 
portate paralel cu ele însăși în punctul G, iar. celelalte ‘trei 
corespund la, mişcarea proectilului în jurul centrului său de greu- 
tate sub acţiunea forțelor R și F. Problema luată astfel ar. fi 
însă foarte complicată. Ea se simplifică în felul următor: 

a): Pentru determinarea mişcării centrului de greutate, se 
neglijează forța F. Rămân atunci aplicate în G numai cele două 
forţe mg şi R. Forţa R se descompune apoi în planul de re- 
zistență în componenta R; de pe direcția tangentei GT şi în 
componenta Rn perpendiculară pe această direcţie. Cum expe- 
riențele de tragere au dovedit că unghiul 0 dintre axul GA. al 
proectilului și tangenta GT rămâne totdeauna mic, unghiul pe 
care îl formează direcția rezistenței R cu tangenta este şi el 
mic, aşa că forța Re este ca şi 
egală cu R. In consecință, se 
studiază mai întâi mișcarea, 
centrului de greutate G sub ac- 
țiunea. greutăţii mg și a rezis- 
tenţei experimentale R; și pe 
urmă se determină influența pe care o are asupra acestei miş- 
cări componente R, a rezistenţei. . . 

Sub acţiunea forțelor mg şi Rs, centrul de greutate G 
descrie o traectorie coprinsă în planul proectant vertical al vi- 
tezei iniţiale v,. Forţa Rn tinde ca să scoată pe G& din acest 
plan, dând naștere prin componenta ei orizontală, perpendiculară 
pe tangentă, la abaterea, zisă Derivaţiunea 1). Cum însă poziţia 
forței 'Rn depinde 'de orientarea în spaţiu a planului de rezis- 


Fig. 230 


1) Cealaltă componentă a forţei „Ra + perpendiculară pe tangentă şi 
coprinsă în planul vertichl al traeotorivi, are un efect ca şi nul asupra miş- 
cării centrului de greutate; fiind succesiv orientată şi la scurte intervale de 
timp, când, deasupra când dedesubtul tangentei, după cum vom arăta la ca- 
pitolul Derivaţiunii proectilelor. 
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tentă A GT în care se află ea coprinsă, studiul derivaţiunii se 
face în urma aceluia al mişcării proectilului în jurul centrului 
său de greutate, care precizează variaţia de poziţie a planului 
A GT în cursul mișcării proeetilului în aer, 

b) După studiul mișcării centrului de greutate, se trece la 
acela al mișcării proeetilului în jurul acestui centru sub simpla 
acţiune a rezistenței R din punctul O. Se determină apoi influ- 
ența forței F asupra acestei mişcări. 


5. Ecuațiile generale ale mişcării centrului de greutate. 
Centrul de greutate mişcându-se ca un punct material de greu- 
tate mg supus unei rezistențe tangenţiale R = me F (v), ecuaţiile 
diferenţiale ale mişcării sale sunt: 


2 
m = — me F (v) cos t 


2 
m Y — — me F (v) sin t— mg 


care, după cum am arătat la pag. 80 a Cursului nostru unde 
ne-am ocupat de curba balistică, revin la următoarele 4 ecuații 
diferențiale de ordinul întâi: 


da =v cos tdt 
dy =v sin tdt 


d (v. cos t)= v F (v)ds 
vd t=— g ost dt. 


Ecuația a treia poartă după cum ştim numele de ecuația 
hodografului. Dacă F (v) ar fi o funcție analitică iar coeficientul 
balistic c o constantă, integrațiunea 
sistemului de ecuaţii s'ar face inte- 
grând mai întâi ecuaţia hodografu- 
lui care nu ar conține decât varia- 
bilele v și t. In realitate însă, functia 
F (v) nu este cunoscută decât prin 
valorile sale numerice iar coeficien- 
tul e ştim că depinde de densitatea 
A a aerului şi prin urmare de alti- 
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tudinea y. In asemenea condiţii, integraţiunea sistemului, după 
regulele obișnuite de calcul, dă loc la mari dificultăți. 

Pentru evitarea acestora, sau propus diferite metode de 
rezolvare, lipsite ce este drept de rigurozitate matematică, dar 
conducând totuşi la rezultate suficient de satisfăcătoare pentru 
trebuințele practicei artileristice. Dintre aceste metode, aceea 
care se poate aplica în toate cazurile de trageri și dă rezulta- 
tele cele mai precise este metoda zisă a integrațiunii pe arcuri 
succesive, : 

6. Calculul traectoriilor prin metoda integrațiunii pe arcuri 
succesive. In această metodă, 
curba balistică, cu începere 
din origina O, se divide în 
arcuri a căror amplitudine 
Tq — Tt, nu treze de 3 grade 
şi se calculează succesiv prin 
cuadraturi elementele extremi- 
tăţilor fiecăruia dintre aceste Fig. 232 
arcuri până când se ajunge , 
prin încercări la un y nul, careşcorespunde punctului de cădere 
al proeetilului. i 

lată cum se aplică această metodă în Franţa, la poligonul 
dela Gâvre. 

Se asimilează pe întinderea arcului de calculat funcția 
F (v) cu forma analitică fv?. Seriind atunci 


Boot! 
ecuaţia hodografului 


d (v cos 7) = v F(v)dr 
devine, punând v cost = u, !) 
du= T Av dr 


sau încă 


€ G u? 
du= gg P coste 


dr. 


1) După cum s'a văzut la pag. 80, viteza orizontală w descrește ne- 
contenit, 


24468, —28 
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Productul cf nu este o constantă, căci c depinde de y iar 
6 este numărul variabil care înmulţit cu v? reproduce valoarea, 
numerică F (v). In lungul unui are M; M, se consideră totuşi 
acest product ca fiind constant şi egal în consecință cu o va- 
loare mijlocie care se determină aşa după cum vom arăta mai 
departe. Punând deci câ =b, avem 


du b d 
u? g cost 


de unde, considerând pe b constant și integrând dela t) la t3, 


Ata A J b (° h 
2N e a, COs? t 
sau 


g i 
ded 2bA 


punând 


Pentru valorile A există table numerice. Scriind pentru 
prescurtare 


} WZ N 


obținem astfel egalitatea 
U, = U, + 2 b A 


care ne dă pe v, dacă se cunoaşte v; din calculele anterioare. 
Trebue să mai determinăm pe z>, Yə şi fî, care 'cores- 
pund punctului M,, adică creşterile Av, Ay şi At. Pentru a- 
ceasta, se determină mai întâi lungimea As a arcului M, M,, 
care ne va servi, după cum se va vedea, la calculul celor trei 
creşteri. | 
Ori, plecând dela ecuaţia, 
o rhah 


pi > — CF (v) cos t= — bv: cos t 


pe care o putem serie 


` d (v cost) “du 
t 


= = — b v —— oost 
dt COS t 


du 
> —bvu 


sau 


“= bodi =—bda 
avem, integrând dela u; la ws, 
u 
Log =bAs 
de unde 
; 1 u 
As= z Log P. 


Insă, potrivit egalității. g = u°’ U, avem 
deci 


sau, trecând la logaritmii zecimali, 


ALAE 20 paul 
îs — Silage log Uit 
Aceasta este formula care dă pe As. Pentru calculul lui 
Ax şi Ay, plecăm dela egalitățile 
dx = ds. cos, dy = da sin r 


care ne dau, însemnând prin A şi w valorile mijlocii ale lui 
cos t şi sin t în intervalul dela t; la ts, 


Ag=À Ag, Ay =. Âs 
cu pi i meat 


r= (cos Ty HOS. Ta), o B= (sin: ti + sin Ta). 
Insfârşit, egalitatea l; 
ds = v dt 


ne dă, în aceiaşi ordine de aproximație, =- 


As= 3 (v tv) At 
de unde 
As, 
V, Va 
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Așa dar, plecând dela unghiul de tragere tọ şi viteza ini- 
țială vo şi luând o amplitudine de cel mult 3 grade, elementele 
extremității arcului respectiv, adică elementele 


Va Aa Az, Ay, At 
se vor calcula prin formulele 
U, =U, +2bA 
1 
„Aa — guloge 8 T, 
Az=— A As, Ay = qp As 


3 As 
At = 
i ZE 
unde 
v= Vo T= To, T=- 3 
TI de 
A = | Cos? m 
Ja 


şi aşa mai departe. 

Toate aceste calcule se bazează pe valoarea atribuită fac- 
torului, b. Această valoare se ia cană cu aceea pe care o dă 
egalitatea. 


F (o 
td 00) AUR pot 
în care facem. i AS 
as oa 
Cum însă nu cunoaştem nici pe yp nici pe v,, se proce- 
dează prin încercări în felul următor: 
Se ia mai întâi y, = yı şi V2 pari deci 


=iA(p) = flo) 


şi cu această valoare otiia calculele de mai sus, se obțin 
pentru y, și v, două valori y}! şi v'a» Se ia apoi 


Vuze Val O Eu mAN 
A T a TSE 


și prin urmare 


M (i Va) = (a aa) 
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şi cu această nouă valoare a lui b repetându-se aceleaşi calcule, 
se ajunge la două alte valori y” şi v”. Dacă s'a gasit că 
y! = yad Și val! =v 

b'. Dacă nu, atunci se continuă aceleaşi operații până se obțin 
asemenea, egalităţi. In general, acest rezultat apare după vreo 


', atunci valoarea definitivă a lui b este 


3 sau 4 operaţii. 


Densitatea aerului A (y) se calculează după cum am spus la 
pag. 424 prin formula 


A (9) =A,.e TE o 


Insfârşit, cum în formula U,= U, +2bA intră valoarea 
lui g, se ţine socoteală de variaţia lui g cu altitudinea, aşa după 
cum s'a arătat la pag. 421. 


ff 


Notă, Această metodă de calcule comportă două feluri de 
erori. Una, datorită faptului că se presupune b constant în lungul 
unui arc şi aceasta are influență asupra determinării vitezei v, 
şi deci şi asupra celorlalte elemente; a doua, că se determină creș- 
terile Ax, Ay şi At ca şi cum arcul As ar fi un element rectilin. 

In practică însă, eroarea rezultantă este slabă dacă log b 
nu variază cu mai mult de 0,02 când se trece.dela un arc la 
următorul și dacă amplitudinea arcului este de cel mult 3 grade. 

Precizia, este bună dacă. diferența de viteze va E nu 
trece de: 


"20 la 30m. >. A pentru A 500 m. 
80, 500 < v (800 m. 
150 m. di v 9800 m. 


II. MIŞCAREA PROECTILULUI IN JURUL | 
CENTRULUI SĂU DE GREUTATE. 


Fie întrun moment oarecare, GT tangenta traeetoriei cen- 
trului de greutate al unui proeetil şi O punctul situat pe această 
tangentă la o distanţă egală cu unitatea de punctul Œ. Prin 
punctul O să ducem un plan P perpendicular pe tangentă şi să 
ne închipuim că acest plan rămâne solidar tangentei pe tot tim- 
pul cât se mişcă proectilul: în aer. 

In planul P să considerăm două axe dreptunghiulare Owu 
şi Ov, dintre care Ou orizontal şi îndreptat spre dreapta pla- 
nului vertical al traectoriei pe care este perpendicular, iar Ov 
coprins în acest plan vertical şi îndreptat în sus. Fie M punctul 
unde axul GA: al proeetilului, prelungit, întâlneşte planul P. 

In capitolul de faţă ne. vom ocupa scu' studiul mișcării 
« punctului M în raport de axele 

Ou şi Ov. Cunoaşterea acestei 
mişcări lămureşte, după cum se 
înțelege, mişcarea. însăşi a axu- 
lui proectilului în jurul tan- 
gentei şi deci. mișcarea proee- 
tilului în jurul centrului său de 
greutate. 
Vom trece apoi la ches- 
Fig. 233 tiunea  Stabilităţii  proectilelor 
pe traectorie şi la aceea a Deri- 
vațiunii, care sunt strâns legate de problema mişcării axului 
proectilului, punând totdeodată în evidenţă concluziunile de ordin 
practic ce rezultă din toate aceste studii atât pentru buna ți- 
nută a proectilelor pe traectorii, de care depinde precizia trage- 
rilor, cât și pentru construcţia proeetilelor. 


I. ECUAȚIILE GENERALE ALE MIŞCĂRII. 


1. Axe cordonate. Vom raporta mişcarea proectilului în 
jurul centrului său de greutate G la trei axe cordonate drept- 
unghiulare Gaz, Gy, Gz trecând prin acest 
punct şi definite astfel: y 

Gz, îndreptat pe tangenta traectoriei 
lui G, în sensul mișcării; 

Ga, perpendicular pe planul vertical al 
acestei traectorii și deci orizontal, îndreptat 
spre dreapta; Fig. 234 

x Gy, perpendicular pe cele două pre- 
cedente, coprins în planul traectoriei lui G şi îndreptat în sus. 

Poziţia, proectilului față de aceste axe va fi definită, po- 
trivit teoriei generale a mişcării unui solid în jurul unui punet 
fix (pag. 339) prin poziţia respectivă a unui alt sistem de trei 
axe dreptunghiulare GX, GY, GZ, invariabil legate proectilului, 
dintre care, GZ; coincizând cu linia însăşi a axului proectilului 

iar celelalte două coprinse: în planul secţiunei. sale drepte care 
trece prin G. e 

Elementele care determină poziţia acestui sistem faţă de siste- 

mul Ga, Gy, Gz sunt 
= Z după cum ştim, cele trei 
unghiuri ale lui Euler: 
t, 0 şi e. 
Mai ştim de ase- 
menea că se trece dela 
o poziție a corpului la 
z alta infinit vecină, prin 
cele trei rotații elemen- 
a tare: 
i Sai dy, în jurul lui Gz 
Y X òg 3n FA) GA 
Fig. 235 òP, » n» » QZ 


la care trebue să mai adăogăm rotația — òt în jurul lui Ga, 


Di 440 = 


care rezultă din înclinarea tangentei Gz pe orizont, ôr fiind tot- 
deauna, negativ. 

Mişcarea elementară a proectilului în jurul centrului său 
de greutate va fi deci o rotaţie rezultând din cele patru rotații 
„precedente, reprezentate respectiv pe figură prin vectoarele 4, 
0, o! şi — T! 

Dacă p, q, r, sunt componentele vectorului rotației rezul- 
tante pe axele GX, GY, GZ, ştim (pag. 345) că: 


p= Y sin 6 sine + 0! cos p — v" cos (X , x) 
(1) g= sin cos — 60' sin — v! cos (Y , æ) 
r = b cos +o — T cos (Z, æ): 
Avem de altfel următoarele relații trigonometrice cunos- 
cute din Geometria analitică: 


cos (X, x) = cos p cos —sin o sin ¢ cos 6 
(2) cos (Y x) = — sin ọ cos —cosp sin Y cos 0 
cos (Z , x) = sin sing. — 


„2. Ecuațiile lui Lagrange. In loc- de ecuațiile lui £u/er 
(pag. 344) este mai avantajos de a ne servi de acelea ale lui 
Lagrange, care dau loc la calcule mai simple conducând însă 
bine înţeles la aceleaşi rezultate. 

„"Lmând ca parametri pe e, 4 şi 0 şi însemnând prin T 
„forţa vie a proectilului şi prin © travaliul forţelor ce-i sunt 
direct aplicate, știm că ecuaţiile lui Lagrange (pag. 254 şi 
256) sunt: 


D, 21 __ 27 _2% 

toy oy òy 
a O O OG 
Dia o dai 


unde D; însemnează că se ia derivata totală în raport de tìmpul ċ. 

1°. Forfa vie. © fiind momentul de inerție al proeetilului 
în jurul axului său și A momentul de inerție transversal 1), forța 
vie T are ca expresie (pag. 846), 


1) Baportul: $ variază pentru proectile dela 6 la 10 
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(3) 2T =A (p° + 92) + Or? 


unde p? -+- g? şi 7? au următoarele valori care rezultă din rela- 
tiile (1) şi (2) de mai sus: 


4) pă q2=0P24-V/2sin20—2r!(B/eosy—V/sindcos0sin) +-r/2(cos2y4-sin24c0s25) 
5) r2—ploos?0 -24l cosd Ho-r sinsin? y —2r/sindsin V(p/4+-y/cosf). 


20 Travaliul elementar al forțelor direct aplicate. Forţele 
care lucrează asupra proectilului sunt rezistența R a aerului, 
coprinsă în planul de rezistență 2GZ şi aplicată în centrul de 
rezistență ©, şi rezultanta F a frecărilor laterale care, după 
cum ştim, este perpendiculară pe planul zGZ şi aplicată într'un 
punct al planului de rezistență situat față de ax de aceiași parte 
ca tangenta. Presupunând că proectilul se învârteşte în jurul 
axului său dela stânga la dreapta, rezultanta F are, după cum 
sa explicat în capitolul precedent, aceiași direcţie și acelaşi 
sens ca dreapta GA din planul zGy. 


Travaliul rezistenţei R. Rezistenţa R face cu axul GZ al 
proectilului un unghiu 0, , vecin de unghiul 9 pe care-l formează 
între ele axul GZ şi tangenta Gz a traectoriei centrului de 
greutate. 


Fie GO = s. Momentul lui R în raport de G este 
s R sin 6,. 


Acest moment fiind perpendicular pe planul zGZ, este în- 
dreptat pe GA. j 


Unghiul 6, fiind mai mare decât 0, să punem 
0, — 0 — p0 ; 


¢ fiind pozitiv însă foarte mic şi variând odată cu 0. Ca urmare 


sR sin 6, = sR sin (| + u) 0 
şi, cum 0 este mic, putem serie 
sR sin 0, = sR (1 + p) 0 = a0 
punând pentru prescurtare ' 
s1 +p) R=a. 
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Travaliul rezistenței R în deplasarea elementară à proec- 
tilului, este egal cu suma travaliurilor pe care le dă R în cele trei 
rotații componente 30, ô și òp. Ori, după cum ştim (pag. 25) 
travaliul unei forţe într'o rotaţie elementară este egal cu mo- 
mentul forței în raport de axul de rotaţie înmulţit cu unghiul 
rotației. Cum momentele lui R în raport de cele două axe Gz 
(rotaţie òp) şi GZ (rotaţie òp) sunt nule şi, cum momentul în 
raport de GA (rotație 30) este egal cu momentul în raport de 
G adică egal cu að, rezultă că travaliul rezistenţei R în depla- 
sarea elementară a proectilului are ca expresie 

(6) að 88. 


Travaliul frecărilor. Rezultanta F a frecărilor laterale este, 
după cum am spus, paralelă cu GA, rotația proectilului fiind 
presupusă ca având loc în sensul direct, adică dela stânga la 
dreapta pentru un observator culcat pe QZ cu picioarele în G. 

Momentul rezultantei F în raport de punctul G este deci 
coprins în planul de rezistență 2GZ. 
Fie M punctul de aplicaţie al acestei 
rezultante şi BG axul perpendicular pe 
GZ din planul de rezistență. Să repre- 
zentăm prin GN momentul lui F în ra- 
port de G. Admiţind cu profesorul 
Esclangon 1) că rezultanta F este pro- 
porţională cu viteza unghiulară de ro- 
tație e a proectilului şi cu o constantă 
fizică k depinzând de natura suprafeţii proectilului, putem re- 
prezenta, cele două proecţii ale momentului GN pe GB şi GZ 
prin expresiunile 


Fig. 236. . 


kod şi — kol 

A şi B fiind doi factori pozitivi şi funcții de, 0. Ori, când 0 este 
nul, ştim că rezultanta frecărilor laterale este un cuplu al căruia 
moment este îndreptat pe GZ, neavând astfel componentă pe 
GB. Factorul à se anulează deci odată cu 0; ca urmare, vom 


1) Mémorial de I'Artillerie Francaise, tome VI, 3-e fascicule de 1927, 
pag. 709 şi 717, 
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putea pune à = 0, x fiind o constantă pozitivă. Pe de altă 
parte, cum ð râmâne totdeauna mic, momentul GN se depărtează 
puţin de GZ/ aşa încât vom putea considera pe — k œ ĝ ca in- 
variabil şi deci pe f ca fiind o constantă. 

Cele două proecții pe GB și pe GZ ale momentului GN 
vor fi astfel 

koa 6 şi — kof 
k, a şi B fiind trei constante. 

Pentru formarea expresiei travaliului forței F în deplasarea 
elementară a proectilului, ne tre- 
buese componentele momentului 
GN pe cele trei axe Gz, GZ și GA. 
Ele se află proectând pe k wa 0 
şi — ko f pe fiecare din aceste 
axe. Obţinem, după cum se vede 
pe figură, 
koa0 sin — ko f cos pe Gz 


—kof > GZ 
o » GA. ; 
Cum unghiul 6 este mic, Fig. 237 
componenta de pe Gz poate fi luată ca egală cu 
kwa —kof 


înlocuind pe sin 6 prin 0 şi pe cos ð, prin 1. 

Expresia travaliului elementar va fi în fe a 

(9 (k oa 02?— kwp) 6v—kof òy. 

Travaliul total. Făcând suma celor două expresiuni (6) şi (7) 
obţinem ca travaliu total 8% al celor două forţe R şi F care 
lucrează asupra proectilului : 

(8) ò U—ah òO + (koa 62 — ko f6)3y —kof3p. 

3% Ecuațiile generale ale mișcării. Reluând ecuaţiile lui 
Lagrange: à 


òT _ òT 
(9) Deon og 
OT _ 297. 2% 


ENET T VREI 


să înlocuim în ele diverşii termeni prin valorile lor respective, 


potrivit egalităților (3), (4), (5) şi (8). 


Ecuația întâia. Avem, succesiv, 


2 Zi a XE) n HC 22 
2 2 n 
eo, BE AID) ora, 
Insă 
10) 4' cos 0 + p' —r'sin 0 sin ġ =r 


şi, cum 7 este viteza unghiulară de rotaţie a proectilului în jurul 
axului său, adică w, vedem că 


. ÒT 
a > deci 3 Cow 
şi, în consecință, 
òT dw 
i D; re CTi 
Observând apoi că 
ŞI =0 iar A = — kwß 
prima din ecuațiile lui Lagrange ne dă 
(UD) Ode = ko 
sau | 
` dw k 
a Su aaa cab i 


de unde, integrând dela o la ț, 


w ka 
Log œ~ TPt 
adică 
ae i 
o=0ye Csi zo 
Siae k 


Viteza de rotație œ descreşte deci cu timpul t, însă foarte 
încet, din cauza marei valori a lui o, şi a micei valori a lui k. 
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Pe un arc de traectorie, variația. lui ¢ fiind mică, œ poate fi 
considerat ca constant. 

Dacă n'ar exista frecări laterale, % fiind atunci nul, o ar 
rămâne tot timpul constant și egal cu w. 

Ecuația a doua. Să considerăm acum ecuația a dona a lui 
Lagrange: 


toy! òy- òy 

Avem 
2 EE = 2 sin 6 (V sin 0 + 7! cos 6 sin 4) 
ò (72) 


əy = 2 cos 6 (VW cos 0+ 4'— 7 sin 6 sin V) = 2 w cos 0 
deci 


S= A sin O (Y! sin 6 + 7! cos sin $)+ Co cos 8 


şi, derivând în raport de timp, 


Day = A [sin 0 (W sin 0+ W 0’ cos.8 + t!" cosð sin V— 70 sin sing 


+7'y! cosâcos $)-+ Weost(Y'sin 6 + rt'eosâsing)] + Ceosd A — Cof'sinâ 

sau SAA = a 

D, = A [sind (W! "sind + T" cos sing- m'V'eos6 cosy + 26'Wsindeos6 
+6! sing (1—2 sin?0)] + 0cos 42 — Co 6 sin 0 

în care vom înlocui pe C oo prin — ko ĝ potrivit egalității (11). 
De asemenea 


atg = 27! (0' sinp + W! sin 6 cos 6 cos p) — 2726 sin? 0 sìn ¢ cos ẹ 


o — 2 r' sin 0 cos 4 (Y! Ņ'cos 0 —r' sin 0 sìn $) 
4 
= 2 t'w sin 6 cos} 
deci 
A = A [(0 sinp + Ņ' sin Qos 0 cos) — e 'sinè Osin $ cos $] 
= Cr'w sinf cos¢ . 


Pentru valori mici ale lui 0, putem înlocui pe sìn prin 
O și pe cos 0 prin 1, Avem atunci 
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L 
Disg A [Y 0+200 y+ 0r sinp+r'(Osiny+y'Ocosy—-200'siny]-Kol-Cw00' 


òp! 
EAL toa Teisa '9 | Ine 1 
R [7 (6 sin Y + 4" O'cos Y) — t? 0? sin 4 cos 4] — C 7 w 0 cos. 
Cum, în acest caz, ` ; 
2% 
ay —koad —kof 


ecuaţia a doua a lui Lagrange ne dă, după reduceri de termeni 
şi simplificare cu factorul 9, 

(13) A(697—209)—Cob=koa6—Ar'sin9+ 

T! (2 A 0 0' sin Y% — C w cos p) — A 0.7’? sin Y cos. 
Ecuația a treia. In mod analog, ecuația a treia ne dă, 
(14) A(0/—0y2)-+Coy/—a6+ At cosp—t'(2A074'sinp 
+ Co sin )— A 0r’? sin? ġ. 
Notă. In formă prescurtată, să însemnăm prin 
EOOD Ey=o, E, =o 


cele trei rezultate precedente (11), (13) şi (14) la care ne-a 
condus aplicaţia ecuaţiilor lui Lagrange. 
Dacă în loe de aceste ecuaţii am fi aplicat pe acelea ale 


lui Euler : 
dp E 
d 
A <L—(0—A)rp=M 
dr z 
O r N 
am fi obținut ecuațiile: 
E sin 9 + Ep cos p= o 
Ey cos y — Egsin pọ = o 
Ey ON 
Cele două dintâi sunt deci mult mai complicate, dând loc 
pentru stabilirea lor la calcule de două ori mai lungi; ele se 


reduc însă prin combinațiunea lor tot la 
E,=o Şi Eg =0: 
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II. INTEGRAŢIUNE PE ARCURI SUCCESIVE. 


1. Schimbare de variabile. Pe tangenta Gz a traectoriei 
centrului de greutate să considerăm punctul O situat față de G 
la unitatea de distanță şi prin acest punct să ducem un plan P 
perpendicular pe Gz. Fie M punctul unde axul GZ al proectilului 
întâlnește planul P şi u, v, w cordonatele acestui punct în 


raport de sistemul de axe Gx, Gy, Gz. 


Avem, pe figură, 


OM=0Gtgð sau OM=6 


dat fiind că OG= 1 iar 0 este mic. Apoi, N fiind proecția lui 


M pe planul zGy: 

u= GNcos(-5—p) = OMsinţ 
v = — GN cos 4 = —OM cos 4 
deci 

u = 0 sinț, v=—6 cosy , w=l 
u și v fiind de altfel și 
cordonatele punctului M în 
raport de axele Ou și Ov 
din planul P, paralele cu 
Gx şi Gy. 

Să formăm suma u + iv 
pe care să o însemnăm prin 
z, litera ¿ fiind imaginara 

— l1. 


Avem 


y 
Fig. 238 


z=u + iv =ð (sinp — i cosp) = — i 0 (cosp + i sinp) = — i Beit 


şi, derivând de două ori, 


id 
PAN 


z =—i (biye 


toret — (og i0) e" 


21 = (opn +y — io) ett (0p — in) iy et 
i [o W + 2619! — i — o y2)] pui 
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Inmulțind acum ecuația (14) cu ¿ şi apoi scăzând-o din 
ecuația (13) obținem: 


A [091-269 —i(01—092)]—i (Cot 2AT O sing) (0p — i0) 
+(a+ikowa)ið = (cos Y — isin 4) (— Co t —i At — At?) 


adică înlocuind pe cos p — sin 4 prin e~t} şi înmulţind după 
aceea, toată ecuaţia cu eti, 
Az!—â(0o+2Av0sin 9) —(a+ikoa) 2 
= —(00+ AT Osing) t — iA. 
Această ecuație diferențială de ordinul al doilea este iden- 
tică cu aceia indicată de M. de Sparre în numeroasele sale 
studii asupra chestiunii mişcării proectilului în jurul centrului 


său de greutate. 
Cum practica tragerilor dovedeşte că în toate cazurile ra- 


portul A este mai mare ca 200, putem neglija pe 2A70 și 


deci pe 2A7'6 sin faţă de Cw şi reduce astfel ecuaţia prece- 
dentă la 


(15) Az! —i Coz! — (a + ikwa) z= — Cor — AT”, 


2. Integrațiune pe arcuri succesive. Ca şi pentru calculul 
elementelor traectoriei centrului de greutate, mișcarea axului 
proectilului se studiază pe arcuri succesive. In lungul unui ase- 
menea arc, vom înlocui pe a, Y şi T” prin valori mijlocii. 
Ecuația (15) devine atunci o ecuație diferențială cu coeficienți 
constanți care se poate integra uşor. 

Ea admite în adevăr soluția particulară 


i Cwt + iA 
- T ikua 
iar ecuaţia fără al doilea membru 

Az! — i Coz— (a + ikwz) z = 0 
admite ca ecuație caracteristică 

Ar?— i Cor — a + (a+ ikoa) = o 
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din care deducem 


r= ie d age 3 C2w: + 4A (a + ikwa) , 
Insemnând prin 7, și r, cele două rădăcini, soluţia gene- 
rală a ecuaţiei (15) este prin urmare 


_ Cur! +i Ar! 
apika 


IA o A E 


A, şi B, fiind două constante care se determină, pentru fiecare 
arc, potrivit condiţiilor mişcării în punctul de unde începe arcul. 


III. CAZUL CÂND FRECĂRILE SUNT NEGLIJABILE. 


Vom presupune mai întâi că frecările sunt neglijabile ; 
vom studia apoi modificările pe care le ocazionează introducerea 
în calcule a acestor frecări. 


l. Soluția mişcării. A neglija frecările este a presupune 
pe k egal cu zero. Avem atunci 


a Se 
1 A ù T —C2w2 
~ pia D AN a C202) t 


e 


292 ti 
T Be DA y asc Cw 
Cum unghiul © dintre ax şi tangentă este mic, mo- 
dulul lui z care este egal cu lungimea OM din. figura prece- 
dentă trebue să rămână și el mic. Ori, acest modul este suma 
geometrică a modulilor celor trei părţi componente din expre- 


dă Uw G x 
siunea lui z. Modulul exponențialei e'o fiind egal cu unitatea’), 


modulii celor două din urmă părți sunt egali cu . ` 


|A; jo ZAV Aa — Ct ut n |B; ua taas ca 


"Diferenţa 4 A a— O°w’ fiind o cantitate finită, primul 
dintre aceşti moduli pote deveni foarte mare cu timpul, Pentru 


y Modulul 'oxponențialei: 0% cate egal cu unitatea, oricare ar fi x. 


244609 — 29 
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ca să nu se întâmple astfel, trebue ca această diferenţă să fie 
negativă, căci atunci exponenţiala fiind imaginară modulul se 
reduce la |A,| cantitate independentă de ż, cel de al doilea 
modul reducându-se şi el la |B,|. 

Ca unghiul 0 să poată rămâne mic, este deci necesar, aga 
după cum a stabilit M. de Sparre, ca să avem 


4Aa— Coco adică CDI. 


Dacă această condiţie este îndeplinită, atunci, cum 


= ¿Ce + zy = 
ji zi t SA C? w FHA 
sau x 


Cw Cw 
Temi za Lhe) To= iana LTS 
punând pentru prescurtare 
i) 4Aa. e 
(16) e? = “Gu 
Soluţia mişcării va fi în consecință 
Cwrt , Cw 1 ! cu (1—e) t 
at (17) aa +i AD paie i aa ( ri Bio: ni 


poziţia axului rezultând astfel din Suee unei părți ne- pe- 
riodice X 


z= Ae Rao pa 


i 2. Determinarea instanti, de integrațiune A şi B, pentri 
RN. arc, de traectorie. Vom: presupune că, la origina mișcării, 
axul proeetilului coincide cu tangenta traectoriei centrului său 


de greutate şi, că. în momentul. imediat următor când., tangenta 


a început să se încline pe orizont, axul râmâne coprinsi în 
planul vertical al traectoriei, adică în pan yz. Presupunem 
deci că la oriġina mişcării avem: 


0% =o, W=o, Vio, Zo 10, eito 

In aceste condițiuni, ecuația (5) a mişcării în care facem 
şi pe k egal cu zero, ne dă 

— Ow 0, = — Cory 
deci V,=r şi prin urmare : == - 
210 = (0/0 — i 00) oto THER Hoa E ? To i 

Ori, ecuația (17) în care elementele a, 7! şi t” vor fi pri- 
vite ca constante în lungul arcului considerat, ne dă prin deri- 
vare 


(18) Peni Jea ae page o (1 joi alt 
Exprimând acum: că ecuaţiile (17) şi (18) sunt iri ae 
de condiţiile aiva a de mai sus, obținem, neglijând pe 3 = față 
de = d şi luând 7! = Sire “cele două egalităţi A r Aa . 
PRN TTS an a Bia a 
de unde Sigi ; dl E S 


A+ ct Si eri NES SA TE 


J 


și 
diva Ale 3A. = ro) Bii aa Ca 
din care rezultă ` 


| -mnes zA (À, + Bi) e St a (A=B) 


As SA 


sau, înlocuind pe A, + B, prin sari precedentă, 


LET] 
sl (clu oa (Ai =B): 
Insă, potrivit egalității (16), arom AS 
SS vin à EES 4 AG- e id?) 


C’ w? 


aaf 
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deci 


Cw __ Cw? 2A 2 A 


dia 0 Aa ai it aid 05734 = cu, 
Astfel, în definitiv, 


Ta Cu?) 2A _ 2A , 1E e 
A 3, pe To u= se”) Cos Cuv, (=: 
egalități, din care rezultă, 


AE p Î—e 


0e(1+e) 
iI oA th Mps 
Bn Co” 0 e (I=) ` 


După cum se ede valorile constantelor A. şi B; sunt 
mici, œ fiind mare iar 7 mie. 


3. Studiul părții paroda a mişcării axului. Partea pe- 
riodică a mişcării axului este, după cum am spus mai sus, 


Cu Go 
iSe A +e)t i (—.)t 
Z= À;€ “3 + B.e iza 


Să dăm lui t o creştere At; r devine za- Aza şi avem 


EEKE E N inune 
Za + Az, = Åe „e + Be 
Oa ja 
e / . 
Ori, dacă luăm pe At astfel încât 


(19) 


Ce (1 o) At = ER (1—0) At 2 n 


za + A z, devine: 


iU (tHe)t  2kri 
isa 6 


Aje 


a] 


aT 


+ B, e 
şi, cum 
2 kri 
e = cos 2 kr +i sin 2 kr = 1 


vedem că paranteza este egală cu z, aşa că avem 


Z + ÂZ =Z. e izal T măi 

Modulul exponenţialei fiind egal 
cu unitatea, modulul lui z,- Až, este 
deci egal cu acela al lui z}. Astfel, 
după o creştere a timpului ¢ cu va- 
loarea At dată de egalitatea (19) adică 


2 Kr 
A = Cw 


EN 


modulul lui 2, adică distanța punctului z, la punctul 2, cores- 
punzător părței neperiodice a mișcării axului, redevine acelaşi. 
Modulul lui z, se reproduce deci periodic după ori-ce creştere a 
timpului cu valoarea 


Pe de altă parte, argumentul lui z, + Az, fiind suma ar- 
gumentelor celor. doi factori componenți este egal, după o 
perioadă T, cu argumentul lui z, mărit cu argumentul factorului 


. CW 
Z AET AS) dana cate SI (1 —s) 7 adică se) DE 


Există deci o dublă, periodicitate în timp și în spațiu: Astfel, 
după ori-ce crestere a timpului t cu valoarea T, modulul lui Za 


redevine aselagi iar argumentul său crește cu cantitatea © = SN; 
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Pentru a ne da seama cum anume variază modulul: lui 23 
pe timpul unei perioade T, să-i 


„ determinăm valoarea. In acest 
scop, punând: pentru prescurtare, 


leien Se) t=y 
putem scrie i 
2 = A, e+ B; eA cos æ + B; cos y) + i (A3 aB; sin y). 
Patratul modulului este deci 
p? = (A, cos x + EE cos y + (4, sin æ + B; sin y) 
adică 
p? =A; +B; +24, B, cos (w — y) 


şi, înlocuind pe « şi y prin valorile lor, HO sai plot 


C0 P SA D +24, Bi cs gter.. 


„Această valoare a lui pe jse „reproduce, dacă, mărim pe 


C 
n et cu 27, adică pe t cu 


2m 
Le „ce 
A . 
Deea ie  periodicitatea, kun lee care am vorbit 
mai Sus. Si. Wagon lopis - | 


F Fig, wo, 


r > a K NI 
De altfel, potrivit Aaa (eo) valorile hi G variază 
între limitele “` © Gisa Hdb ol 
a it TESA EIA E raig] = 


una dintre ele corespunzând la mâximul jar cealaltă la minimul 
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lui p. Reamintim că pe un arc de traeetorie valorile lui: A, și 
B, sunt constante, însă ele variază dela arc la are. 

Prin punctul z) să ducem axele zy ug Și Zy V paralele « cu 
Ou şi Ov. Din cele de mai sus rezultă, că în raport cu aceste, 
axe antrenate în deplasarea lui 2, , curba descrisă de punctul 2 ,, 
adică de punctul M al axului proeetiluli : (fig. 237), în jurul 
lui z}, are, pentru un are de traectorie, una sau alta din cele 
două forme aci indicate. 


Viteza de precesiune. Să, determinăm viteza unghiulară de 
rotaţie a punctului 2, în jurul lui z, ; adică viteza de precesiune. 
Valoarea mijlocie n a acestei viteze 'este egală cu creşterea ar- 
gumentului lui z în timpul T; divizată prin T. Deci. - 


Insă din egalitatea (16) i 
yoge SI ti 4Aa 
reia tat 03 ca sa G2uwâane 
deducem . sia: e în Hem nEaN da. Să 
4Aa liuhArAdnizog, sijais 
zi aia za pasă ulei n 
Ag TOE 
i, cum Trot 5 este ea putem lua în înec E crt ea 
; ; < iti Ora “9 Aa LUA R 
STAT Tami! a: 


aşa încât avem „ES Aămru e 
idea aria 1 Co 2Aa a: 
E ZISA Crow Cu" 
Viteza de precesiune are deci același sens ca oana proec- 
tilului în jurul axului său. Cum de obicei ghinturile tevilor de 
tunuri se răsucesc dela stânga la dreapta pentru observatorul care 
le priveşte dela culată, rotația proectilului în jurul axului său este 
văzută, dela, dreapta la stânga pentru observatorul culdat pe acest 
ax cu picioarele în @ şi capul în M. Deci we este negativ; 
n fiind și el atunci negativ, observatorul culcat pe paralela dusă 
tangentei din punctul z,, cu picioarele în zı, va vedea rotația, 
lui z} fîn jurul lui z; ca având loc în sensul dela v, spre ts, 


adică în planul v, 2, ù, aşa cum merg acele unui ceasornic. 
Acesta este sensul mișcării precesionare, 

Poziţia punctului z} şi deci a axului Gz) fiind variabilă, 
acest ax în jurul căruia se învârtește axul proeetilului poate fi 
privit ca 'un ax instantaneu. de rotaţie. D-/ Esclangon l-a de- 
numit az instantaneu de precesiune. 

Dacă înlocuim pe a prin expresia sa cunoscută 


eta a=a(1+p)R=e(1+u) $ cP(o) 
obţinem. SE 
să PE Po). 

Pentru proectile identice, trase în aceleași condiţii însă cu 
viteze de rotaţie w diferite, vedem că viteza de precesiune este 
cu atât mai mică cu cât viteza de rotaţie a proectilului este 
mai mare. 

In cursul mişcării pe traectorie, viteza de precesiune se 
micșorează odată cu F(v) şi deci odată cu v, trecând astfel 
printr'un minim, însă aceasta nu în punetul de viteză minimă 
de pe traectorie ci puţin mai înainte, căci trebue ţinut seama 
şi de variaţia coeficientului balistic e càre depinde după cum 
ştim de A(y) şi este mai mic în apropierea, vârfului decât la 
origina traectoriei. E A 

Pentru a compara între Sl coaste de precesiune ale 
proectilelor de calibre diferite, vom aduce o modificare de formă 
expresiei lui n după cum urmează. | 

Fie v, viteza iniţială a proectilului, 1 înclinarea citata 
Hlor arii şi a, calibrul ei. Avem epalitatea 3): 


a N e 
Een 


1) Dacă OH este pasul ghinturilor presupuse helicoidale şi 

OD destășurata ghintului dintre O şi H, avem HD = rta, şi 

OH = md, aotg m Ori, timpul t pe care îl pune proectilul ca să 

ajungă din O în H în linte dreaptă, este egal cu timpul care co- 
i „„Pespunde unei invârțiri circulare complecte, deci 


Dvi tgn 
a 


Fig, 241, ` 


OH = vt = mu cote n. și utm 2m de unde : uù = 
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luându-se înaintea membrului al doilea semnul + sau — după cum 
o este pozitiv sau negativ, 


Pe de altă parte, însemnând prin p; raza de giraţie a 
proectilului în jurul axului său, putem pune © = Lp. Inlocui- 


rea lui w şi O prin aceste valori ne dă 


+% (+p) 
2 p1? vo tgm MOZ 


Cum cantitatea 1005 
1 


este sensibil constantă pentru 
proectilele asemenea 1), această formulă arată, că pentru acele 
proectile, la egalitate de înclinare a ghinturilor şi de valori de 
viteze v şi v, viteza de precesiune variază proporțional cu 
coeficientul balistic al proectilului, sau invers proporțional cu 
calibrul său ?). Astfel, viteza de precesiune a unui proectil de 
400 m.m. calibru ar fi de 50 de ori mai mică decât aceea 
a unui glonţ de puşcă de 8 m.m. în conditioni de egalitate a 
elementelor 7, v şi v. 

Pentru proectilele de câmp, în condiţiunile lor obișnuite 
de tragere, valorile lui n variază între 3 şi 4 (circa !/, învâr- 
tire pe secundă). Pentru proectilele. de mare calibru, valorile lui 
n sunt mai mici, astfel, pentru proectilul de 400 m.m. valoa- 
rea lui n este vecină de unu (circa 1/6 învârtire pe secundă). 


1) Pentru proectilele uzuale, valoarea acestei cantități nu diferă mult 
de 8 la 10 (Esc/angon). 


2) Coeficientul balistic fiind 


AA 


aatos seg 
pz 
` a? d 


vedem, că lăsând la o parte pb îA, acest coeficient variază invers propor- 


tional cu (2 
ai 
de secțiune și este deci proporțtonal cu a. 


;) raport care caracterizează Aaa procstilalul pe “unitatea 


Li 
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4. Studiul părții ne-periodice. ta că această . parte este 


Cw w 
e= tai i Al 


cordonatele Punotala, 2 fiind 
w = T Şi ew È ll 
1 l a 
3 U . 
Putem demonstra că raportul q este totdeauna foarte mic, 
=> Și 1 

cu alte cuvinte că punctul z; nu se depărtează decât prea puțin 
de axul Ou. Avem, în adevăr, 


SODA în FOLLA Arero 
însă (pasi 19) 


ie = — g cos „de unde ies O 


şi aerisâoă: 


t! — a (vT sin t +v’ cost) 
ine Sa 4 ză A = ig > = 
. S . T pee . i . 
sau; K cos t prin — my și-pe v! prin— cF (v) = g sin t?) 


(23 — =-= 


Ur = 


Egalitatea aceasta arată că raportul a este “ta adevăr 
rar PNR RR d 


. A A A * `~ 
foarte mie de oare-ce atât factorul (>, cât şi celălalt factor sunt 


mici. Rezultă atunci că aul instantaneu de precesiune se de- 


A) Egalitatea Le = eP (o) — g sin tso obţine proectând accelerația 


centrului de greutate pe tangenta traeatorie! sale, presupunând Esaistgața ae- 
rului tangențială, 


Lch 


părtează numai foarte puţin de planul perpendicular pe planul 
traectoriei dus prin tangenta la tracctorie, 

Pe de altă parte, w şi t. fiind totdeauna negativi, Mı 
este totdeauna pozitiv, deci axul instantaneu de precesiune 8e gå- 
sește în ori-ce moment la dreapta pA de tragere, 


La începutul mişcării, raportul — < fiind pozitiv potrivit e- 


calităţii (22) iar œ negativ, egalitatea (21) arată că u; şi v; sunt 
atunci de semne contrarii, adică v, este negativ. 

Semnul lui v, se schimbă apoi odată cu trecerea lu) v 
prin valoarea zero, care. are loc -potrivit egalității (23) în 
punctul de pe traectorie unde , 


2 sin E ED = 0 


Acest punct se găseşte situat între vârful traectoriei și 
punctul de viteză. minimă, căci pentru acesta știm că 


sin t + = F (v) = 0, ; 


s o ypo ORE ție T 5 
La infinit, adică atunci când. T=, avem t =o şi 


ca urmare“ t =o, deci u, =0 şi v=o. Axul instantaneu de 
precesiune Boiu atunci cu tangenta. FI R T 

Depărtarea axului- instantaneu ide: precesiune de planul de 
tragere. Cum v, este “totdeauna. foarte mic, variațiile acestei 
depărtări sunt sensibil egale cu. variațiile lui u, în timpul 
mișcării. 

Ori, ţinând seama că 


a 209007 E Cos 
eg 
putem scrie - 
24) 4, E Co i 4 9 CoRa 
(24) | ss) Atata ant ro) 


Și egalitatea aceasta, stabileşte. mai | întâi că au, eate totdeauna 
mic. Spre „exemplu, în, A su traectoriei. unde T=0, dacă n= 4 


și v= 800 ayem u= T (luând. g == 10) ceea ce corespunde la 
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un unghiu de circa 30 de minute. Pentru proectilele de calibru 
mare, știm că n are valori mai mici și se pot obţine 4 la 5. 


grade; astfel, în cazul n= 1 şi v =]150, avem w, = LE valoare 


care corespunde la, circa 4 grade de unghiu. 
Să luăm acum derivata lui u. Seriind 


obţinem. prin: derivare 

dus nai! — n n! ; 
dt. n? 

însă ; 


deci ; 
Sa n SU) 0 

oE a ELC) = (o: vt F! (v) 
şi substituirea acestei valori în expresia 'derivatei %4 TE ne dă: F 


EANES : du T E (ori LE! (v) și 
SAES n F (v) 


n 


P Tinand acum seama de cele două cgalităţi cunoscute 
arat [2 sin e FC) 

PADUS F(v)— g sint 
derivata devine 


4 $ F' SS A 
; în glegsine oF (o) po) fEl) + gsins)] 


I 
sau, punând v = m, . i 


du ta [ (m+ 2) g sin e + (m+ 1) c F (v) |. 


""Oum u, este totdeauna pozitiv, semnul derivâtei depinde 
de acela al'termenului închis între paranteze. Ori, la începutul 


W tiy pr Au ase a a S 
‘mişcării acest termen este pozitiv; T fiind atunci pozitiv, w 
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creşte şi această creştere se urmează până în punctul de pe 
traectorie unde 


(m + 2)g sint + (m+ I)cF(v)=o 
(Pt 
m+ĂA 


Cum, ori-care ar fi Alec îi m, avem 
m+2 X 
2 ) m+ 4 1 
se vede că acel punct este coprins între vârf și punctul de vi- 


teză minimă; valoarea lui 4, este atunci maximă, apoi u; des- 
creşte şi după cum arată egalitatea (24) valoarea lui tinde către 


3 e T siv roD 
zero când Tt tinde către — 5? adică la infinit. 


5. Rezumat. Rezultatele. precedente, pot fi rezumate în felul 
următor: m 


sau 


sin t + — = F(o)=0. 


1). In cursul mișcării în aer, axul proectilului se învâr- 
teste în jurul unui. az trecând prin centrul de greutate şi 


denumit ax instantaneu. de precesiune, cu o viteză unghiulară 
a f 


Cw 

2). Depărtarea unghiulară dintre axul proectilului și axul 
de precesiune are variaţii periodice duble (în timp şi în spaţiu). 

3). Azul de precesiune rămâne necontenit la dreapta pla- 
nului, de tragere, pentru tunurile ghintuite la: dreapta; el nu se 
depărtează, decât foarte puțin de planul perpendicular pe planul 
de tragere dus fiu tangentă și tinde la limită caina tangenta 
traectoriei. 

4). Depărtarea unghiulară dintre axul: de precesiune. şi 
planul de tragere este totdeauna mică; această depărtare este 


maximă pentru um “punet situat între vârful tr alura și 
punctul de viteză minimă." 


6. Notă. In mod geometrie, studiul mişcării axului proee- 
tilului în raport de tangentă se poate face în felul următor: 

Proectilul se comportă în aer ca un giroscop mare şi greu. 
Dacă tangenta GT ar rămâne fixă în spaţiu, am putea atunci 
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să determinăm în mod ewpeditiv mişcarea axului său prin apli- 
cațiunea principiului giroscopie despre care am vorbit la capi- 
tolul mişcării unui solid în jurul unui punet fix şi pe care l-am 
aplicat mișcării stârlezei wiroscopice (pag. 375). 

Reamintim că principiul giroscopie constă în a admite că 
momentul cinetic, adică momentul cantităților de mișcare, coin- 
cide cu axul proectilului când proeetilul se învârteşte cu o foarte 
mare viteză în jurul acestui ax. 

Fie, după cum arată figura, GT tangenta traectoriei, G/ 
direcţia axului şi R rezistența aerului aplicată în punctul © și 
conținută după cum ştim în planul TGZ. 

Cum w este negativ (ghinturi răsucite dela stânga la dreapta, 

privite din „spatele .-proeetilului) momentul 

cinetic Cw este așezat pe porţiunea negativă 

a axului GZ; fie GK vectorul său reprezen- 

tativ. Dela teoremele generale ale Dinamicei 

Ştim că viteza punctului K este egală cu 

"momentul forţelor care lucrează asupra pro- 

ectilului în raport de punctul G, considerat 

ca, fix. Cum momentul greutăţii în raport de 

Q, este nul, rămâne ca moment numai acela 

"al rezistenţei -R care are ca expresie Rs, 

adică Rs (1 +u)0 sau a0., acest moment fiind 

Ve Best „perpendicular pe planul TGZ şi îndreptat în 

Fig. 40 ni sus de planul figurei, pentru ca direcţia dela 

© la R să fie văzută dela stânga la, dreapta. 

Fie acum KV viteza punctului K, egală şi paralelă. cu 

momentul a 6 al rezistenţei R. Această viteză tinde să învâr- 

tească punctul K dela :stânga la dreapta, în jurul prelungirei 

GK a tangentei şi! deci punctul C dela dreapta la stânga în 

jurul tangentei GT. Viteza de precesiune, adică viteza unghiu- 

lară de rotaţie a axului GZ în jurul tangentei, are deci același 

sens ca rotația proprie. a proeotilului în jurul axului său. Dacă 
însemnăm prin n valoarea acestei viteze, avem pe figură 

KV =KH.n= 0K, 0, n>0o.d.n 
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Şi di teoremei de Dinamică ne dă 


Ol a n=a: 6 


de unde 


nag a 

> . y x în. Cw 
Dacă tangenta GT -ar fi „fixă, în spaţiu, după cum sa pre- 
supus, axul “ocs Sar învârti deci necontenit, în jurul tan- 
gentei, ca sfârleaza în jurul verticalei, cu viteza de precesiune 
a 
Cw * 
ghiulară 


Cum însă tangenta se înclină pe orizont cu viteza un- 


trebue să combină deea È rotație a zki în „jurul tan- 
gentei cu “această mişcare de înclinare. 

Ca şi în figura 238, să considerăm pe Ton GT Paice] 
O, situat la distanţa de, 1. de G, și prin acest punct să ducem 
un plan perpendicular, pe. tangentă. Fie, în acest. plan: Ov, per- 
pendiculara ridicată pe.. OT, conținută, în. planul, vertical ăi tra- 
ectoriei şi îndreptată în sus; Ou, orizontala perpendiculară pe 
planul TOv. şi îndreptată spre dreapta, . Axul „proeetilului întâl- 


Fir oale 


D 


nește Siena FOW intru un tz M. Să determinăm în mod geo- 
metric, mișcarea, acestui punet, în raport de axele Ou şi Ov eon- 
siderat ca fixe, ţinând socoteală de înclinarea tangentei GT pe 
orizont. 

- Mişcarea’ punctülui M "în planul vOv fiind o mişeare re- 
lativă, viteza ei este rezultanta vitezei de rotaţie a lui M ù 


== 4404, 2 


jurul tangentei şi a unei viteze egală și direct opusă vitezei de 
antrenare a acestui punct, când el participă la mişcarea de ro- 
tație a planului vOv în jurul orizontalei Gu, mişcare deter- 
minată de înclinarea tangentei. 

Viteza de rotaţie în jurul tangentei este un vector MV 
perpendicular pe OM, conţinut în planul «Ov şi îndreptat în 


jos, de oare-ce rotația în jurul lui GT se face dela dreapta la 
stânga; avem 


MV = OM. n 
.. . . a 
n fiind viteza de precesiune çp’ 


Viteza de antrenare a punctului M în rotația planului u Ov 
în jurul orizontalei Gu’ este şi ea conținută în acest plan fiind 
paralelă cu Ov; fie ME vectorul ei reprezentativ. Valoarea a- 
cestei viteze fiind sensibil egală cu aceea a punctului O, 
putem scrie 
ME=G0. =" 
căci GO este egal cu 1. Compunerea vectorului MV cu vectorul 
ME! egal şi direct opus lui ME ne dă un vector MY! care re- 
“prezintă, viteza, relativă a lui M în planul uov. 

Din punctul M să ducem acum perpendiculara MO' pe 
MV!. Cele două triunghiuri O MO! şi V MV” fiind asemenea, ca- 
având unghiurile egale, ne dau l 

| 00! _ OM _ OM 
vV! MV! MV 
de unde rezultă, observând că VV'=ME =v, 
m Cw 
00'= VV. 0 == ev 


MV sa) 
MW =0'M. SM = OM. n. 

Aceste două egalităţi arată că, în fiecare moment, viteza 
punctului M este aceiași ca viteza pe care ar avea-o acest punct 
dacă, s'ar îmvânti în jurul punctului O! de pe avul Ou cu viteza 
de precesiune n=" iu: Pe 

De altfel, OO'= u, adică, egal cu zi când. se . neglijează 
ordonata vys ii i N 
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IV. DETERMINAREA MIŞCĂRII AXULUI PROECTILULUI PE 
TOATĂ INTINDEREA TRAECTORIEI. 


Pe întinderea ori căruia dintre arcurile în care dividem 
traectoria centrului de greutate al progetilulai, după principiul 


ştiut (pag. 433) poziția axului proectilului este determinată de 
valoarea z= u + iv care are ca expresie 


(25) pa Cirstea aria gonent B, e 
unde 
nei ata omiga ll.) 
sS let 


în care expresie, t, t! și a reprezintă valorile mijlocii ale 
acestor elemente din lungul arcului considerat iar A, şi B; va- 
lorile ce rezultă pentru aceste constante din cunoaşterea condi- 
țiilor iniţiale care corespund originei fie căruia dintre arcuri. 

Astfel, pentru, primul are de traeetorie Tọ. la 7, calculând 


pe vı apoi înlocuind pe t prin aps şi pe v prin 


Vo Fi A 
5 în 
formulele cunoscute 


v=, = e (2) | 2sine +£ ro] 
i a=s (14u) eF (o) 


obținem valorile mijlocii ale elementelor 7', 7 şi a, apoi, dacă 
spre exemplu condiţiile inițiale ale mişcării sunt acelea specifi- 
cate la pag. 451, adică 

10,20 pi dodo 


se determină valorile constantelor A, şi Bı aşa după cum sa 
arătat la aceea pagină, 


In expresia elementului a intră valorile cantităților s şi n. 


Pe acestea nu le cunoaştem însă aşa cum ar trebui. Ele se pot 
24468, — 30 
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determina experimental în tuneluri aerodinamice pe forme omo- 
tetice proectilelor avute în vedere. Nu s'au făcut însă până azi 
experiențe decât cù viteze de cel mult 30 la 40 metri, aşa 
că pentru vitezele superioare suntem nevoiți de a păstra pentru 
s şi ù aceleaşi valori, considerându-le astfel ca constante pe 
toată întinderea traectoriei. Si vedem prin aceasta un ezemplu 
când experienţa s'a lăsat întrecută de teorie, în loc de a o în- 
soți și a o ajuta. 

Odată determinate valorile lui z din care rezultă u şi v, 
pentru primul are de traectorie, se trece la arcul al doilea 7, 
la t, în felul următor: 

La sfârşitul primului are se calculează atât valoarea zı 
cât şi valoarea 2, care vor servi amândouă drept condiţii ini- 
ţiale pentru arcul următor. Pentru determinarea lui 2, se deri- 
vează relaţia (25) considerându-se 7, 1! şi a ca constante. 

Valorile lui z pentru arcul al doilea urmând a fi calculate 
prin formula 


(26) 


valorile mijlocii ale elementelor 7, t" şi a, care trebuesc intro- 
duse în această formulă, se vor determina tot astfel cum s'a 
arătat pentru primul are, noua valoare a lui a permiţând apoi 
de a calcula pe rı şi r. Rămâne să determinăm constantele 
A, şi Ba. 

Pentru aceasta, vom egala valorile z, şi z'} dela sfârşitul 
arcului întâi, cu valorile date de relația (26) şi de derivata ei 
pentru z, şi z's când facem pe t egal cu zero, adică socotind 
timpul pe arcul al doilea cu începere dela origina tı a acestui are. 

Obţinem astfel egalităţile 


(See), + A PI ei 


E (e) WA TER, 


și 


h= Ari t Bu ra 


din care rezultă valorile noilor constante A, şi Ba. Si aşa 
mai departe pentru toate arcurile următoare; 
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Oa o primă aproximație, putem începe prin a calcula 
mişcarea axului instantaneu de precesiune. Aceasta rezultă din 
determinarea valorilor 

Cur! + An! 
A si cei e ee 
adică 
Cur! z At 
> iza 


Vaca 


zı fiind aici extremitatea axului în chestiune. 


Cât despre figura geometrică a curbei descrise de extre- 
mitatea z a axului proeetilului în planul axelor eordonate Ou 
şi Ov, rezultă din cele arătate până aici, că această, figură, este 
constituită dintro serie de spire îmvârtite în jurul extremității 
z, a axului instantaneu de precesiune, ordonata v a punctului 
zı fiind foarte mică iar abscisa t, pozitivă pentru tunurile 
ghintuite la dreapta, crescând necontenit până- în apropierea 
punctului de viteză minimă al traeċtoriei, după care u; descrește 
și tinde la limită, către zero. bi, 

Dacă la începutul mişcării, axul proectilului coincide cu 
direcția tangentei, spirele încep bine înţeles. din: origina O. 


V. STABILITATEA PROECTILELOR PE TRAECTORIE. 


"Se zice că un proectil are stabilitate pe traectorie când 
unghiul 6 dintre axul proectilului și tangentă rămâne mie în tot 
cursul mişcării. Artileria nu utilizează de altfel decât proectile 
care satisfac acestei condiții, căci dacă unghiul 0 nu ar rămâne 
mic, proectilul nu s'ar mai putea prezenta cu vârful înainte în 
punctul de cădere, precizia “tragerii ar suferi iar bătăile sar 
micşora fiindeă, la valori mari ale unghiului 0 corespund şi rezis- 
tenţe mari din partea aerului. 

După cum a stabilit M. de Sparre, pentru ca unghiul 0 să 
rămână mic, este necesar ca să avem în tot cursul mişcării 
(pag. 450) A 


C? w? l 
Ta’ TA 
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inegalitate 1), care mai poate fi scrisă înlocuind pe a prin ex- 


presia sa s (1+) = c F (ò): 


VU). C2 w? 
(28) 4p ETO 
sau încă, dacă înlocuim și pe c şi œ prin expresiile lor cunos- 
cute şi anume (pag. 423 și 456) 
ap: i 2 vw tg m 


Ci iii Die ere ȘI W = ZA 


unde a, reprezintă calibrul proectilului iar 7 înclinarea ghin- 
turilor: 
p 2 2 

(29) Pee > 1 

s (1+ p)a,ti AE w) 

Această inegalitate trebue să aibă loc, după cum am spus, 
în tot cursul- mişcării proectilului pe traectorie. Avem însă de 
observat, că dacă inegalitatea are loc la începutul mișcării, ea 
are loe şi mai departe căci în lungul traectoriei productul AF (v) 
rămâne tot timpul mai mie decât A, F (vo). Inegalitatea prece- 
dentă, în care înlocuim pe AF (v) prin A, F (vo) ne procură 
deci o valoare minimă pentru 1) și deci pentru viteza de rotaţie 
w a proectilului necesară stabilităţii la origină, 

Acestei stabilităţi i s'a dat numele de stabilitate esențială. 
Ea asigură proectilului o mişcare cu vârful înainte pe primele 
elemente ale traectoriei. 

Mai putem observa, că pentru un același tun şi proeetil, 
“adică pentru aceleaşi valori C, A, și 4, dacă modificăm viteza 
inițială vp, cum avem aproximativ F (v) = ĝv?, B fiind o con- 


Vo? S cete Vai ` 
stantă, raportul F nu variază mult, așa că potrivit inegali- 


tății de mai sus: dacă nu există instabilitate la origină pentru 
o viteză dată, nu va exista nici pentru o altă viteză inițială. 
M. de Sparre a căutat a preciza valoarea optimă a lui ©, 


1) Această inegalitate se aplică și problemei stabilității sfârlezii. 
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în cazul când condițiile inițiale ale mişcării sunt acelea pe care 
le-am specificat la pag. 451, adică 
0 =0, p= p =0. 
Să reluăm egalitatea 


Cor AA Hha 


- $ A, AFB A 


unde r, şi r, conțin în factor pe:t. Dacă neglijăm, după cum 


am mai făcut, pe -z Aa față de. = 7”, z i 
“modulul lui z este mai mie decât suma | 
celor trei moduli 
Cu i | | O w 
e: ie eA ei pB Ce y 
Fig. 245 


= 7 fiind o cantitate pozitivă pentru 
catel ghintuite la dreapta © şi < amândoi negativi). Fie d 
această sumă, adică 

d= 7 aia ru 


Să considerăm primul arc de traectorie. In condiţiile ini- 
ţiale de mai sus, putem înlocui valorile mijlocii T şi a prin To 
şi ay, iar pe de altă parte modulii. VAI şi |B] a că au ca 
expresii: 


|A; 


S> A 1—e am 1 alpi s 
Cu o sF) | Er =e o A= 
Făcând aceste înlocuiri, avem ca valoare a lui d pe arcul 
considerat: 


pă n [Sect re ai] 


adică 


d=%|2+g Aea, 


Această valoare depinde de w, căci 's este funcție de o: 


(a) AA A 
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Ori, modulul lui z măsoară amplitudinea unghiului © pe 
care-l formează axul proectilului cu tangenta traectoriei. Deci, 
valoarea lui w care asigură lui 0 cele mai mici amplitudini pe 
prima porţiune de traectorie este aceea care face pe d minim. 

Să căutăm acest minimum, luând însă ca variabilă inde- 
pendentă pe £; valoarea lui w va rezulta, apoi din aceea găsită 
pentru €, 

Din relaţia (a) deducem: 


Cw 4A a d 1 Vie 
(Œ) a (e) Co si (1) Co 2y Aa 


Ţinând seama de egalitatea (8) expresia lui d devine 


2A 1+e 
d e E, 


U 
iar înlocuind acum pe ga prin expresia sa (7) obținem 


AAE A (et Sr ; 
« daro o eVl—e 
Minimul lui d depinde după cum se vede de minimul func- 
ţiei de s: 


petitie 


e VI e = 
a cărei primă derivată fiind 
(2s—1) Vi +e 
(A e SIR 
i ( ) s? (1 — e) 


ne dă, prin egalarea ei cu zero şi având în vedere că s nu poate 
fi negativ, 


E gli 
: put o 
și prin urmare 
Cu? 4 
(30) i 4A S 


relație din care rezultă valoarea lui w, care asigură unghiului 0 
pe primul arc de traectorie o amplitudine minimă. 
Acest rezultat datorit lui M. de Sparre corespunde cazului 


—” e... 
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când condiţiile iniţiale ale mișcării sunt, după cum am spus: 
0 =0, þh = pa = 0 din care rezultă = 7. Totuși, experienţa 
probează că valoarea respectivă a lui œ convine pëñtřu toate 
cazurile normale de tragere. 

Potrivit celor mai sus arătate, valoarea lui œ care rezultă 
din egalitatea (30) asigură nu numai la început dar în tot 
cursul mişcării condiţia, 

( 2092 
AED i 


Această condiție fiind însă numai necesară dar nu și sufi- 
ficientă pentru stabilitatea proectilului pe traectorie, vedem că 
valoarea, definitivă de adoptat pentru © cate să convină întregei 
traectorii rămâne tot ne-precizată. Putem totuși determină un 
interval în care această valoare urmează să fie aleasă, în felul 
următor : 

Fie o, valoarea care rezultă din egalitatea (30). Să com- 
parăm proectilul în cauză cu un proectil omotetie de aceiași 
putere balistică și recunoscut la trageri ca având o bună stabi- 
litate pe traectorie. Fie è depărtarea maximă a axului instan- 
taneu de precesiune de planul de tragere pentru, acest proectil, 


egală de altfel cu 4 tl; a şi v referindu-se la punctul da: pe 


traectorie care corespunde lui ð. Considerând punctul similar 
pentru proeetilul celălalt, eu vâlorile respective ale elementelor 
C, a şi v, egalitatea 
su =ò !) 

ne va da o valoare wz care este viteza de rotație pe care ar 
trebui să o aibe proectilul în cauză pentru ca depărtarea maximă 
a axului instantaneu de precesiune de planul de tragere, pentru 
acest proeetil, să fie egală cu 3. Intervălul în chestiune este 
atunci intervalul dintre w) și w;, în care, după Ò discuţiune, sau 


= ð, dacă înlocuim pe t’ şi pe a prin expre- 


i dA 
siile lor: t = — ui Za gi a =s (L p) i c F (v), m! fiind unghiul cores- 


punzător depărtării mâxime și v viteza respeotivă, 


34402, — 


prin comparaţie cu alte proeetile analoage, se va alege pentru 
w valoarea cea mai convenabilă. 

Observaţiuni. Inegalitatea (28) arată că pentru un tun dat, 
dacă se utilizează proectile din ce în ce mai lungi, cum raportul 


2 
ij 


C i $ ; P 
A descreşte atunci neîncetat, primul membru al inegalității 


descreşte şi el, şi, când încetează de a ti superior unităţii se 
intră în domeniul instabilității. Mărirea greutăţii proeetilului 
grăbeşte şi ea atingerea acestui domeniu. 

Pentru stabilitatea proectilelor foarte lungi este deci nece- 
sar ca viteza de rotație o să fie foare mare, însă, o asemenea, 
viteză, bună la origină, este nefastă în cursul mișcării, căci 
depărtarea maximă a axului instantaneu de precesiune de planul 
de tragere, care este proporţională cu œ, devine atunci prea 
mare. Se pot însă concilia aceste două condiţii contradictorii 
creându-se frecări artificiale pe suprafaţa proectilului, care să 
aibe ca efect de a micşora treptat valoarea inițială a lui o. 

In cazul proeetilelor alungite prin adăogarea unei coate 


d (Ci iei ea, : Š Yee b ý 
goale, reportul A Variază puțin, însă $ creşte, căci, prin adăoga- 


rea coafei, centrul de greutate se deplasează în lungul axului 
mult mai puţin decât centrul de rezistență. Greutatea p a pro- 
ectilului rămânând sensibil aceiași, rezultă în cele din urmă, 
potrivit inegalităţii (28) că pentru stabilitatea, lor esenţială, 
proectilele coafate au nevoe de o viteză de rotație w. mai mică 
decât proectilele pline de aceiasi lungime. 

M. de Sparre, în numeroasele sale lucrări, s'a ocupat şi 
de influenţa diverselor defecte -ale proectilului asupra stabili- 
tății: Astfel, dânsul a putut demonstra că neregularităţile mis- 
cării, datorite fie unei diferențe dintre direcția vitezei inițiale 
și axul proectilului, fie unei ușoare excentricităţi a proectilului, 
au o slabă, influenţă. Din potrivă, neregularitățile datorite unei 
diferenţe dintre axul de figură al proectilului și axul princi- 
pal de inerție vecin, sau, diferenței dintre axul de figură și vec- 
torul rotației proectilului, au o influență mai mare, 

De asemenea constatări, urmează a se ține seama când 
se fixează toleranțele de fabricaţiune ale proectilelor: 
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VI. EFECTUL FRECĂRILOR LATERALE. 


In ceea ce precedă, am neglijat frecările laterale F ale ae- 
rului pe suprafața proectilului, făcând în consecință pe % egal 
cu zero., Să ținem acum seama şi de aceste frecări, presupunând 
pe k diferit de zero. 

Reluând ecuaţia (15): 

Azi! —i Coz'—(a+i kwa)g=— Cot —i At 
am văzut că soluția generală a acestei ecuații este 


Co Hi Ao ho x 
cai a AN OEEO 


rı Şi Ye fiind rădăcinile ecuaţiei caracteristice 
Ar?—iCor—(a+iko9)=o 
adică 
POIN e E y Otor 4A (a +ikoa). 
Ori, cantitatea de sub radical poate fi pusă sub forma 


; > 4Al 
(o —4Aa (1 ia) 


şi, dacă presupunem frecările mici, atunci ko fiind mic putem 


serie 1) - 
ve eea i A Arde a pa) 2 Akwa 
Cao? kaa Cioz--4Aa 
aşa încât expresiunea lui r devine 


zi ear Voo- d Aa (1 aA) 


sau 


a APĂ 


Punând însfârșit ca şi până acuma, 
y 4Aa 2Aa 
PE SI | ia patati 
Š aul C2 w2? 1 
avem 


r=i Co (et K 


semnele -+ corespunzându-se reciproc şi de asemenea semnele —. 
Soluţia generală este în consecință 


Z= 2 F Zo 
unde 
Cott Fist 
E aiea 
ȘI : 
.Cw ka „Cu, f ka 
E a an oil 


Scriind pe z; sub forma 
Cw A 
rd] ) ta dă! 
a cad a 


„kog 
1+'i a 


z = 


observăm că 'punctul z; (fig. 239) ale căruia cordonate erau 


Cw 
== 


shop at A ri 
do şi w=—r 


a 
iar modulul egal cu Vaz +v”, are acum, când ţinem seama de 
frecări, un modul egal cu 


Va tv? 

y La k2 z a2 
adică un modul mai mic și cu atât mai mic cu cât o şi k sunt 
mai mari. Așa dar, frecările laterale apropie axul instantaneu 
de precesiune de tangentă și aceasta cu atât mai mult cu cât 
viteza de rotaţie a protciilului în jurul axului său este mai 
mare și frecăvile mai mari. 

Dar, pentru ca apropierea axului instantaneu de prece- 

siune de tangenta traectoriei să corespundă în acelaşi timp şi 
unei apropieri a axului proectilului de această tangentă, mai 


este necesar ca modulul lui z, să rămână mie ca în cazul când 
n'ar exista frecări. Cum patratul acestui modul este 


2ka 2ka 


€ 


; C: Co 
p= Aj’ e +B? e +2 A; B, cos pet 
vedem că valoarea sa depinde de valorile constantelor A, și B, 
precum şi de acelea ale exponenţialelor 


2kg 


ENa 23 


2kaj 
e şi au CO, 

Ori, în condițiunile normale de tragere, valorile constan- 
telor de integraţiune A, și B, sunt totdeauna mici, după cum 
va văzut prin exemplul dela paragraful 2 al capitolului III, iar 
pe de altă parte valoarea primei exponenţiale care creşte odată 
cu î rămâne totuşi mică, atât din cauză că durata totală a par- 
curgerii traectoriei până la punctul de cădere este relativ mică, 


. oa AEA 5 
cât mai ales pentru că coeficientul exponențial -5; este mic. Cea 


de a doua exponențială descrește cu timpul și această descreş- 
tere este evident favorabilă micșorării lui p. 

Aşa dar valoarea lui p rămâne mică. Precările apropiind 
axul instantaneu de precesiune de tangenta traectoriei gi ne-in- 
fluențând asupra ordinei de mărime a modulului lui-zyz; -produc 
deci un efect de stabilizare, apropiind asul proectilului de tan- 
gentă. Aceasta, însă cu condiţiunea ca frecările să fie miei 
(ka mic); când sunt din po- è  _ = 
trivă exagerate, ele devin ho- 
tărât vătămătoare. 

Astfel, în Franța, nu de 
multă vreme, s'au putut stabi- Fig. 246 
liza niște proeetile creându-se 
frecări artificiale pe partea lor anterioară (fig. 246); exage- 
rându-se âpoi aceste frecări, proectilele au devenit mai puțin 
stabile chiar de cum erâu la început. 

Nu încape nici-o îndoială că este avantajos de œ face 
aspră partea anterioară a proectilelor și din potrivă perfect 
netedă partea lor de dimapoi. 


— 476 — 


VII. DERIVAŢIUNEA PROECTILELOR. 


Să reluăm sistemul de referință Gzyz, în care Gz este 
tangenta traeectoriei: centrului de greutate al proectilului, dusă în 
sensul mișcării; Ga este orizontala perpendiculară în G pe pla- 
nul vertical al traectoriei, 
îndreptată spre dreapta a- 
cestui plan, iar G este per- 
pendiculara dusă planului 
format de cele două axe Gx 
şi Gz, îndreptată în sus „şi 
conținută bine înţeles în pla- 
nul traectoriei. 

Neglijând frecările, fie 
R rezistenţa aerului; C pune- 
; tul ei de aplicație, adică 
centrul de rezistență situat pe axul GZ al proectilului, şi 
yı Gy', intersecția planului de rezistenţă & GZ cu planul æ Gy. 

Proectând forța R pe direcțiile Gz şi Gy!j, obţinem 


Fig. 247 


—R cos (6, —6) şi Rsin(6,—0) 
aceasta, din urmă, dându-ne apoi în proecţiune pe Go şi Gy: 
R sin (6, — 0) sin 9 şi - —R sin (04 —0) cos. 


Aşa dar, punând 6, —0=—w0 şi presupunând ca şi până 
acum că 6 este mic, proecţiile rezistenței R pe cele trei axe 
Gx, Gy, Gz sunt, respectiv, 

` Rô sino, —w Ro cos, —R. 


Dintre aceste trei forţe şi referindu-ne la ceea ce am spus 
la pag. 431, forța — R reprezintă rezistența tangenţială R; iar 
celelalte două sunt componentele forței Rn pe axele Ge şi Gy, 
această forță Rp fiind ' de altfel îndreptată pe Gy’ şi având ca 
expresie, după cum am spus mai sus, R sin (0, — 0) sau p R8: 

Componenta œ RO sin p a lui Rn, fiind perpendiculară pe 
planul traectoriei, depărtează centrul de greutate perpendicular 
acestui plan, producând ceea ce artileriştii numesc Derivaţiunea 
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proectilului. Cealaltă componentă — œ R 6 cos, fiind coprinsă 
în planul traectoriei, tinde a deplasa centrul de greutate în 
acest plan. 


Introducând variabilele w şi v, definite prin egalităţile 
cunoscute, 


u=0 sin t, | v = — l cos y 
cele două componente ale lui Rn devin 
Ru, „how. 


Ori, după cum ştim, pentru tunurile 'ghintuite la dreapta 
axul G Z al proeetilului rămâne tot timpul la dreapta planului 
traectoriei, planul de rezistență zG Z oscilând în jurul tangentei 
şi trecând la scurte intervale de timp când deasupra când de- 
desubtul orizontalei O u 1). Rezultă atunci că componenta „Ro 
de pe axul Ov, care este de altfel mică de oarece v este mie, 
este alternativ când pozitivă când negativă şi are prin urmare 
un efect ca şi nul asupra deplasării centrului de greutate în 
planul traectoriei. 


Rămâne componenta „Ru, care produce derivaţiunea. 
Ecuația respectivă a mişcării este 
10 UD) 
det Ru 
însemnând prin D derivaţiunea, 


Putem simplifica studiul derivațiunii, presupunând axul 


proectilului confundat cu axul instantaneu de precesiune, adică 
Juând l 


hiqeni sosi iese Gib ! 
e 2 agale SED Ai 
Ecuația mişcării devine atunci 
_p W4D u Cù 
o R TE T 


1) Am văzut, în adevăr, că ordonata v, referitoare la axul înstantaneu 
de precesiune este foarte mică, aşa că ordonata v = v, -+ v, referitoare la axul 
proeetilului este ca și egală cu va, adică egală cu ordonata punctului sa 
(fig, 289), 
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sau 


o Me 


punând 
9 g Q 
= — —— 2%) 
p s(l+pe) 
integrațiunea ecuației (a) dându-ne valoarea principală a deri- 
vațiunii. 
Scriind această ecuație sub forma 


d (dD dr 
as (ar) =M dp 
sau 
d D 
d (r) =Ma: 
deducem 
d (AD 
za) =M 
şi, inversând ordinea derivărilor, 
d (AD 
“dt ( de / 7 M 
de unde 3 
D 
ae Mt 
şi 
Te 
D=M | tdr 
To 


To Şi Te fiind valorile luitla origină şi în punctul de cădere al 
proeetilului. . 

Ori, integraţiunea pe arcuri succesive ne permite de a cu- 
„moaşte un mare număr de valori de ale timpului t corespunzătoare 
valorilor t dela origină la punctul de cădere, aşa încât putem 
construi curba t= f(t) şi evalua aria 

£ Te 
s=| tdr. 

To 

Derivaţiunea va fi atunci 

| D=M.sS 
cu 


M Ow. 


a d E EN 
p s(1+p) 


a 


0 i 


Vedem astfel că derivațiunea este proporțională cu viteza 
de rotaţie o, sau cu înclinarea m a ghinturilor, gi invers pro- 
porțională cu depărtarea s a centrului de rezistentă de centrul 
de greutate, deci mai mică pentru proectilele moderne lunguețe, 
unde centrul de rezistență se găseşte la o depărtare mai mare 
de centrul de greutate. 


Pentru tunurile ghintuite la dreapta, axul instantaneu 
de precesiune fiind, necontenit la dreapta planului de tragere, 
derivațiunea are și ea loc tot în această parte, adică spre partea 
încotro se răsucesc ghinturile. 

De altfel, formula D = M.S ne dă în acest caz o valoare 
pozitivă pentru D, de oarece pe de o parte integrala care re- 
prezintă pe S este negativă căci Tọ X Teiar pe de altă parte o 
este şi el negativ. 

Elementele s şi u. care intră în expresia lui M se determină, 
după cum s'a mai spus, în tunelurile aerodinamice. Invers, dacă 
pentru o traectorie sa măsurat pe teren derivaţia D și s'a cal- 


D o 5 : 
culat suprafața S, raportul -5 ne va da valoarea lui M şi deci 
valoarea raportului 

S 

sa+p) 

Experiențe executate în Franța 1) au dovedit, că dacă se 
execută o tragere la 20° şi se măsoară pe teren derivaţiunea 


respectivă, evaluându-se şi aria S, toate celelalte derivaţiuni pot 
fi calculate prin formula D = M.S, luându-se pentru raportul 


D z a o 
SUERO valoarea pe care o procură tragerea la unghiul de 20°. 


Astfel, acest raport pare a fi independent de unghiul de tragere. 
Cele mai bune potriviri între derivațiile calculate şi cele măsu- 
rate pe teren, au fost obținute cu calibrele mici şi viteze peste 
400 n/s. 

In practică se utilizează şi formule empirice pentru cal- 


1) It, Colonel Dufrénois, Conférences sur la Balistique Extêrieure, 1926, 
pag. 226. 
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culul derivaţiunei. Astfel, formula foarte simplă; 
DERI 
N 
unde ķ este o constantă pentru un același proectil, tras cu aceiaşi 
viteză iniţială în același tun, adică pentru toată întinderea unei 


table de tragere, iar T este durata traectului. Valoarea lui % 
rezultă din două sau trei experiențe de tragere, sub unghiuri di- 


ferite, luându-se mijlocia valorilor ce se obţin pentru raportul = - 


IN Digga a 
a 


ASUPRA FORMELOR CARE ASIGURA PROECTILELOR 
O REZISTENȚĂ CÂT MAI MICĂ DIN PARTEA AERULUI. 


EXPERIENȚELE DELA POLIGONUL SUDIŢI. 


La 26 Ianuarie 1931, am înaintat Ministerului de Război 
un raport cu următorul conţinut: 


„Inainte de războiul european, nu s 'a ocupat nimeni în mod 
deosebit cu forma cea mai rațională de dat proectilelor de 
artilerie pentru ca ele să bată cât mai departe; aceasta din 
cauză că toate formele ogivale permiteau de a se obţine bătăile 
socotite necesare pentru diversele cazuri de luptă. 

Pe timpul războiului însă, necesitatea unor bătăi mult mai 
mari decât cele prevăzute din timp de pace devenind imperioasă, 
chestiunea, formei exterioare de dat proectilelor pentru ca ele să 
întâmpine o rezistență cât mai mică din partea aerului și prin 
urmare să bată cât mai departe, a devenit la ordinea zilei. 

Studiile care s'au făcut au determinat pe artileriști să 
admită pentru fundul proectilelor forma uşor tronconică pe care 
o poseda, deja glonţul de infanterie francez, zis glonţul D., iar 
pentru ogivă, o formă “mult mai ascuţită, fără bine înţeles a 
schimba prea mult raportul dintre cele două momente de inerție 
ale proectilului, longitudinal şi transversal, “de care depinde 
stabilitatea proectilului pe traeetorie. 

S'a mai recunoscut însfârşit că prin adaptări de coafe de 
ogive, de lungimi mergând până la 3 şi chiar 4 calibre, în loe 
de un calibru cum au de obicei ogivele, se îmbunătăţeau calită- 
tile balistice ale proeetilelor. 

Dar, după câte ştiu, nimeni n'a studiat ce anume profil 
convine coafelor de ogive, pentru ca ele să permită maximum 


24468, — 31 
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de bătae. Trebue păstrat tot profilul ogival sau se impune vre-un 
alt profil nou? 

Subsemnatul, pe timpul cât am fost profesor de Mecanică 
raţională la Universitatea din Cluj, fiind îndemnat prin însăși 
natura acestei ocupaţii de a cerceta chestiunile technice care ar 
putea beneficia de resursele transcedentale ale Mecanicei, spre a 
fi rezolvate, am luat în studiu chestiunea *determinărei profilului 
ogivelor, punându-mi următoarea problemă: 

Ce profil trebue să-i se dea unei ogive pentru ca rezistența 
aerului, asupra ei să fie minimă? 

Aplicând ecuaţiile lui Fu/er din Hidrodinamică şi teorema 
lui Lagrange, apoi admițând pentru mişcarea moleculelor de aer 
din jurul proectilelor fie legea izotermică fie legea adiabatică, am 
ajuns la concluzia finală, că pentru ca -un proeetil să întâmpine 
minimum de rezistenţă din partea aerului şi deci să bată cât mai 
departe, este necesar ca ogiva sa (mai exact: partea sa ante- 
xioară) să fie o suprafaţă de revoluţie născută de o anumită 
generatrice care să fie pe deoparte tangentă. generatricei părţei 
cilindrice a proectilului, iar pe de altă parte tangentă axului 
longitudinal, al. proectilului, la infinit. 

In mod practic, ogiva falşă poate fi limitată după cum s'a 
„spus la 3 sau 4 calibre, dându-se proectilului o viteză de rotaţie 
în raport cu lungimea admisă. 

Acesta, fiind rezultatul general al studiului meu, am onoarea 
a vă propune să binevoiţi a-mi da posibilitatea să verific- prin 
trageri rezultatele la care m'au condus studiile teoretice, în cre- 
dinţa pe .care o am că voi izbuti a mări toate bătăile proeeti- 
lelor noastre cu cel puţin 200/.. 

Alătur desenul unui proectil de 75 mm. cu modelul a două 
coafe de ogive dintre care cea mai lungă ar fi desigur cea mai 
avantajoasă, dacă viteza de rotaţie a proectilului se va dovedi 
a fi suficientă pentru adoptarea ei“. 


Acest raport a fost supus discuţiei Comitetului Technic al 
Artileriei, care l-a aprobat, deşi cu oarecare îndoială asupra ob- 
tinerii sporului de bătae ce anunțasem. 
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Ministerul a dispus atunci realizarea coafelor, însă, din di- 
ferite motive, experienţele de tragere n'au avut loc decât tocmai 
în ziua. de 23 Aprilie 1940, adică după mai bine de 9 ani dela, 
data aprobării ministeriale pentru realizarea şi experimentarea 
coafelor. 

Tragerea s'a executat în poligonul dela Sudiţi cu un tun de 
75 mm. F. F., în prezența mea și sub conducerea și controlul 
unei comisii technice militare, numită de Ministerul Inzestrării 
Armatei. 

Aceste experienţe au confirmat în totul exactitatea preve- 
derilor mele teoretice. Astfel sa dovedit că: 


a) Graţie profilului special al coafelor mele, bătăile au 
crescut simţitor, coafa cea lungă dând. bătaia cea mai mare; 


b) Sporul de bătae obţinut a trecut de 20%, fiind de 22; 

c) Stabilitatea proectilului pe traectorie a crescut conside- 
rabil, obținându-se o împrăştiere în bătae şi mai ales în direcţie 
mult mai redusă decât în tragerile cu proectilul ne-coafat !). 

Buletinul de tragere ce mi sa înaintat de președintele co- 
misiei technice militare, specifică în adevăr următoarele: 

a) Cu coafa cea lungă bătaia maximă obţinută a fost de 
9.804 metri faţă de 8.045 cât s'a obţinut cu proectilul ne-coafat; 

b) Sporul de bătae fiind 1.755 metri reprezintă cu adevărat 
o creştere a bătăii cu 22%; 

c) La tragerea sub unghiul de 33%50 care a dat bătaia 
maximă de 8.045 cu proectilul ne-coafat, abaterile probabile în 
bătae şi în direcţie au fost respectiv de 72,4 şi 7,3 metri, pe 
când cu proectilul coafat, care la acelaşi unghiu de tragere de 
33%50! a dat ca bătae 9.575 metri, abaterile nu au fost decât 
de 48,65 şi 2,23 metri, cifre care la bătaia de 8.045 metri cu 
proectilul coafat trebue desigur să fie încă şi mai mici. Deci o 
împrăștiere în bătae şi mai ales în direcţie foarte strânsă. 

Profilul coafelor mele este o curbă analitică cu dublă 
curbură, adică prezentând un punct de inflexiune, iar vârful 


!) Experiențele executate la not în țară cu coafe 
cu genoratriei drept 
n'au dat niciodată asemenea rezultate, ai 
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5. Gr. obuzului f. coafá 5,315 kge 


885 gr. 


îi coatele e e 
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coafei, în loc de a fi ascuţit, prezintă o mică suprafată zisă 
zonă de calm, unde viteza relativă a scurgerii aerului, este nulă. 
Având în vedere forma aceasta deosebită a coafelor mele, se 
înţelege, că pentru a le propune Ministerului de Război şi încă 
cu atâta siguranţă şi încredere în rezultatele ce, aveau să dea, 
a trebuit să nu mă las deloc influenţat de lafirmaţiunile unora, 
dintre balisticieni, cum spre exemplu de afirmaţia cunoscutului 
profesor german Cranz, care în tratatul d-sale de Balistică Ex- 
terioară susține că : „Concluziunile ultime sunt că nu interesează 
prea mult dacă meridianul vârfului este ogival sau parabolic, ori 
hiperbolic, etc“. (Revista Artileriei din Octombrie 1939, pagina 
20, Cranz şi Balistica sa Exterioară). 

Am dovedit astfel că asemenea afirmaţii nu corespundeau 
realităţii, iar faptul că eu nu m'am bazat pentru a susține Con- 
trariul decât pe simple considerații teoretice din domeniul Me- 
canicei Fluidelor, pe care tragerile de poligon au venit în urmă 
să le confirme, probează fodată mai mult cât de necesare sunt 
studiile şi cunoștințele teoretice pentru rezolvarea fără perdere 


de timp şi fără mari cheltuieli a atâtor chestiuni care interesează 
domeniul. artileristie. E 


| Lia 


ş Nota A. 
| ECUAŢII DE ECHILIBRU LA FIGURILE RIGIDE 


de D. POMPEIU 


i Profesor universitar și membru al Academiei Române. 


l. Un raţionament elementar arată că, pentru o figură plană 
rigidă, strămutarea cea mai generală, în propriul ei plan, poate fi 
obţinută printro translație urmată de o rotire. 

Ca lemà preliminară poate servi. propoziţia următoare: 

Când, în strămutarea cea mai generală a unei figuri plane rigide, 
două puncte au ajuns în poziția lor finală, întreagă figura se găsește în 
poziția ei finală. 

2. Dacă acum, dela strămutarea, finită trecem, la limită, la stră- 
mutarea, infinitezimală (elementară) atunci enunţiul general se păs- 
trează iar traducerea lui analitică devine a 


D) dx = d — ( y— b) d 
dy = dn + (x —a) dà 


|d, d] este translaţia elementară 

[— (y—b):do, + (7 — a) dd] rotația elementară. 
De remarcat. că traducerea, analitică a enunțului ne sileşte la 
o exprimare mai corectă a acestui enunțiu: ` 

În adevăr translația se înregistrează pe fiecare din cele două 
axe coordonate iar când zicem „o translație“ de fapt zicem suma geo- 
melică a două transtaţii, independente. 
Așa, dar ca, încheere: 


Mişcarea elementară (1) a unei figuri plane rigide este rezul- 
tatul a trei mişcari elementare independente: două translaţii şi o rotaţie. 
3 3. Mai departe, să observăm că, după cum dreapta poate fì con- 
siderată ca un cerc de rază, infinită, (cu centrul la infinit) tot aşa o 
translație poate fi considerată (eră o expresie favorită a profesorului 
Koenigs, în cursul său la, Sorbona) ca o rotire de amplitudine infinit- 
mică împrejurul unui centru situat la distanţă infinit-mare; prin ur- 
mare o adevărată valoare de forma œ .0. l 

4. Dar cu acest mod de a considera translația, putem zice că, 
strămutarea elementară, cea mai generală, a unei figuri plane rigide: 
rezultă din trei rotiri, 

lar această formulare ne îndeamnă să trecem de la cazul par- 


ticular (când două, din cele trei rotiri au centrele la infinit) la cazul 
general a trei rotiri elementare obişnuite; 


(2) da (Vera V) da — (y — Va) daa = (Y — Ya) das 
dy za Ti (x p 2) da, + (2 R 3) da + (e —. Va) day 


în care: 


iar 
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Eu zic că relaţiile acestea (2) pot fi identificate cu (1). În adevăr, 
pentru aceasta trebue ca 


day + dag + dag = d9 
Yı dar + Ya das + Ys daz = dÈ 
— X, da, — T, da, — Xa dag = dn 
ceia ce e totdeauna posibil, dacă 


1 1 1E 
Yı Ya Ys | Æ 0 
TOE SE S 


ceia ce înseamnă că cele trei centre de rotire trebue să formeze un 
adevărat triunghiu (arie ne-nulă). 

5. Iată dar, acum, un enunțiu care pentru mișcarea elementară, 
a unei figuri plane rigidă — cuprinde enunțţiul clasic ca un caz par- 
ticular: 

Mişcarea elementară, cea mai generală, a unei, figuri plane rigidă, 
poate fi obținută prin trei rotiri elementare împrejurul a treis centre 
formând, un triunghiu obișnuit (ne-turtit). 

6. Să ne folosim acum, trecând la Statică, de acest rezultat din 
Cinematică, ca să obţinem pentru o figură plană rigidă condiţii de 
echilibru mai generale de cât carate clasice. 

E destul să aplicăm principiul lucrului virtual pentru a obține 
rezultatul următor: 

Pentru o figură rigidă plană, şi fortele fiind în acelaş plan: dacă 
suma momentelor forțelor, calculată în trei puncte (ne în linie dreaptă) 
e nulă, atunci avem echilibru. 

Iată o formă, a condiţiilor de echilibru, care. după explicările 
cinematice ce au precedat, trebue considerată ca mai generală de cât 
forma, clasică, în care intră rezultanta generală. 

7. O cale absolut analoagă se poate urma, pentru figurile rigide 
cu trei dimensiuni. 

Se stabileşte întâiu propoziţia de cinematică, după care strămu- 
tarea elementară cea mai generală a unui solid — se poate obţine ca 
rezultat a şase rotiri împrejurul a şase muchi (drepte, ca axe) ale 
unui tetraedru, nedeformat. 

Apoi, principiul lucrului virtual, ne dă enunțţiul general pentru 
echilibrul forţelor la un solid: suma momentelor forțelor, calculată pe 
rând în raport cu fiecare din cele șase muchii, să fie nulă. 

8. Această formă a condiţiilor de echilibru pentru un solid este 
bine cunoscută, [Appell, traité de mécanique rationnelle, I, 3-idme edition, 
page 139]. 

Scopul acestei note nu poate fi altul de cât de a pune, mai în 
vedere, un rezultat de tormă generală, în statica corpului solid, evi- 
denţiind în acelaș timp substratul lui cinematic. 


De 
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| Nota B 
| 
ENERGIA. 


MIŞCARE CONSERVATIVĂ ŞI MIŞCARE NECONSERV ATIVĂ 
A ENERGIEI. 


de C. POPOVICI 


Profesor universitar şi Directorul Observatorului Astronomic din Bucureşti. 


1). Reamintim ecuaţiile generale ale mecanicei, în primul rând 
teorema impuisului, care se exprimă astfel: 


U) d (mv)=F dt 


in care m este massa unui punct supus forțelor de rezultantă F, 
iar v vectorul viteză!) al massei m în intervalul dt. 

Dacă massa m e constantă, sau dacă variaţia ei o considerăm 
neglijabilă pentru intervalul de timp în care studiem mișcarea, atunci 
ecuația (1) devine 


(2) mdv=Fdt 


care e în fond ecuația lui Newton şi care proectată pe cele trei axe 
de coordonate carteziene ne dă cele trei ecuații generale ale mişcării 
punctului: 
. 2 
(2) mz=—X (notația Newton) sau m a = X(nolaţia Leibnitz) 
şi alte două similare, ce obținem dacă înlocuim œ şi X respectiv prin 
şi Y, apoi prin z şi Z. Se vede că d, y şi z sunt componentele acce- 


lerației?) şi X, Y şi Z, componentele rezultantei forțelor aplicate 
massei m. 


2), Energie. Ecuațiile (2) se pot scrie 


dx da m d | 
an (A ie E A Gs CALA) ai 

ja ut d "de dt di 2 d (G =X da 
(8) 3 do) =X dz +Y dy + Z dz. 


Acum dacă membrul, al doilea este integrabil şi o rii con- 
stata dacă avem verificate identitățile 


(4 OK Oa ON OZ 2Z_0X. 
) =< > 
; Oy ÒT dz dy ò 


!) Cinematica, pag. 43. 
2) Cinematica, pag. 53. 


— 490 — 


atunci există o funcţiune U (x, y, z), astfel ca 
(5) dU = X dx 4- Y dy + Ż dz 
şi vom avea o integrală a mişcării dată de Newlon 


v? (x, Y, 3) 


(6) m 3 — U (x,y,z) =h 


unde h este o constantă 
Vo? (To [] Yo E) Zo) 
3 


h=m OE Vo 20). 


Integrala (6) a fost numită de Leibnitz, integrala forțelor vii, ex- 
presiunea m v? energie cinetică şi — U energie “potenţială, suma, lor 
energie totală. 

Dacă, relaţiile (4) sunt satisfăcute, vedem că energia totală rä- 
mâne constantă şi mişcarea se zice conservativă. In cazul contrar miş- 
carea se zice neconservativă (de energie). 

Se recunoaşte mişcarea conservativă prin faptul că este rever- 
sibilă, adică dacă dăm vitezei sens invers (păstrându-i mărimea), 
atunci mobilul, supus acelorași forțe, descrie îndărăt aceiaşi traectorie, 
cu aceleaşi viteze (schimbate de sens). O imagină: dacă am rula ci- 
nematogratul mişcării în sens invers (ceia ce revine a schimba. dt în 
— dt), obţinem o mișcare reală. Exemple: Oscilaţiile unui pendul în 
vid, mişcarea unui obuz în vid, mișcarea unei planete în vid în 
jurul unui soare stins, ete. Dacă energia totală nu se conservă, miş- 
carea este ireversibilă. Cinematograful unei mişcări reale care, rulat 
în sens invers, ne va da mişcarea unei bile de biliard mărindu-şi 
viteza sau un pendul mărindu-și oscilaţiile, sau un corp aruncat în 
sus, căzând la orizont cu o viteză mai mare decât viteza iniţială, ne 
va releva (filma) mişcări reale (minuni). In scurt timp ne vom da 
seamă, că a fost schimbat sensul timpului. 

In mişcarea neconservativă a sistemelor avem, evident, acelaşi 
fenomen de ireversibilitate. Menţionăm în plus că nu există centru 
de gravitate, adică un vector 


Si 


Sm 
m 

cu o extremitate in origină și cu cealaltă extremitate având acce- 

lerația nulă. 


R=— 


ATRACŢIA LUMINOASĂ. 


In 1923 întrun memoriu t), am întreprins studiul mişcării cor- 
» purilor cerești, ținând seamă că aceste corpuri sunt supuse nu numai 
gravităţii newtoniene, ci și presiunii de lumină. In mişcarea newto- 


1) Bulletin Astronomique, Mémoires,’ Paris 1923. Pag, 257—261, 
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niană, ca în orice mişcare datorită unei forțe centrale, funcţiune de 
distanţă, energia se conservă, Nu acelaşi lucru se întâmplă dacă se 
ține seama şi de presiunea luminei. Această presiune este și ea o 
forță centrală, inversă ătracţiei și care se exercită invers propor- 
tional cu patratul distanţei; însă, pe când atracţia se exercită instan- 
taneu, presiunea de lumină se propagă cu o viteză finită, care de- 
pinde de densitatea mediului și care în vid este o constantă, și se 
notează cu c (300 mii km. pe secundă). Din această cauză forța re- 
zultantă pe care o exercită un soare S, considerat deocamdată ca 
un punct fix atractiv şi luminos asupra unei planete P, capătă ex- 
presia 
(a ) ORARE oi Sen E CE Ma 


în care. r este distanța dela soare la planetă; A şi R respectiv 
atracţia newtoniană şi repulsia Mazwel-Bartoli! ) exercitate la uni- 
tatea de distanţă 2). 

Expresia (1) se mai poate scrie, luând ca unitate massa presu- 
pusă constantă a planetei: RA 


dr 
dt? 


SNARE 
ZEAR) 


k í 
an F =— za (1 Fe 
unde 


k=A— R, G 


1) Adică repulsia luminei. Maawel a prevăzut-o prin calcul în -1873 ca 
o consecință a teoriei sale electromagnetice a luminii, iar Bartoli în 1883 
prin termodinamică; Lebedeff, Nichols și Hull, în 1900—1901 au verificat-o 
experimental şi au măsurat-o. Lumina solară apasă pe pământ cam cu © ju- 
mătate kgr. pe kilometru pătrat. A; 

2) Formula (1) se află astfel: Să presupunem în S un vas pe care se 
află o mitralieră care aruncă gloanțe şi o helice care provoacă valuri cu aceiaşi 
frecvență. Gloanţele pleacă și valurile se propagă cu aceiaşi viteză c, în 
toate direcțiile. Dacă un obiectiv care stă la distanța 1 primeşte R gloante 


şi R valuri pe secundă, el va primi R gloanțe şi valuri pe secundă când ar 
r2 ` $ 
sta la distanța r, Dacă acum obiectivul (planeta) se mişcă cu viteza ra- 


dr 
dială v= PA el va primi mai puține gloanțe (sau valuri) dacă se îndepăr- 
dr ar 
tează (5, >o ) și mai multe dacă se apropie Co ) şi anume în proporția 


R 
C dt din z Cât primea când sta pe loo (w = 0). 


In cazul nostru gloanţele sunt ‘fotonit de lumină, lar valurile undele 
brogliene cari ti asociază, 
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Vom arăta că rezultă consecințe noui cári privesc filosofia na- 
turii şi de o deosebită importanţă cosmogonică. 


1). Travaliul nu mai este integrabil ca în mișcarea newto- 
niană, deci: 


2). Mişcarea nu mai este reversibilă; dacă, dăm planetei o viteză, 
de aceiași mărime însă de sens contrar, planeta nu mai descrie în 
sens invers traiectoria pe care a venit. 


3). Expresiunea ` 


care în mişcare newtoniană se numeşte energie, variază în acelaşi, 
sens. Aceste trei rezultate se văd din faptul că ecuaţia (3) care ne dă 
variația energiei cinetice nu este integrabilă în cazul nostru. Intr'a- 
devăr aplicând această ecuaţie deducem 


dE _ GEN EN 
(2) PT £) LOS T = — -> 


Vedem că energia se consumă, fenomen analog 'cu o frecare 1). 
Lucru curios, frecare în acțiunile la distanță. 


4). Teorema ariilor se păstrează, forţa fiind centrală, 2). 
5). Deşi integrala forțelor vii nu mai există, totuşi există o inte- 
grală, care nu mai este algebrică şi care generalizează integrala for- 


țelor vii, reducându-se la aceasta pentru se =o0. Intradevăr avem 
din (2) 


dE cek dr 
40) i ao 70 SI 
şi din 4)... r2 dì = Cdt. 


Expresiunea din 3) devine 


(sp) ie iin 


y2 


așa că formula (3) se'poate scrie 


dE | c Ve SE CEER Hik Aek 
O A N tale br e ale oh 
Punând i si 
0 k 
apti A OR 


1) Deosebirea e că frecarea în sens comun e perderea de energie prin 


rezistență tangenţială, vitezei; în presiunea luminii pierderea este tangențială 
accelerației, 


2) Cinematica p, 47, 
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avem 


——————— 


dle dny) I— p? d p 
ar punând 


I= p (1+ u?) deci 


dl=2p(1+ u?) dp + 2 pudu 
se obține ecuaţia diferenţială 


A —2au +u) dp= — pu du 
din care rezultă, însemnăm cu G o constantă, de integrație, 


Si 


= 1— 2u +u2.e 


unde s = 


= (are tg VA 


TE + nn): 


Integrala, forţelor vii este înlocuită prin 


(5) G= Ve ET aa 
e 
[n + arc te 7 CINE Va a 


Era 
Pentru œo = regăsim integrala, irtal vii din mişcarea ke- 
pleriană. 


6) Elementele eliptice au variatii seculare. Intradevăr din (5) 
deducem 


6 e (E) C crea 


Spe 2 si 


unde S 


2 


a 
VI i 


Cu. 


Vedem că după n semitururi distanţele perihelii şi afelii sunt 
date pentru r'— o prin 


pe e (nz -+ arc sin a) 
2 


1 k G 
S VA . 
(7 Tn TETÉ 
Punând 
M ; —02 No 
(8) =P l iG eni- PETEN E 


aceste distanțe devin 


(9) Alee Via. 


= 404 = 


Dacă numim după n semitururi y, excentricitatea, p, para- 
metrul, a, semiaxa elipsei unei planete P (0) osculatrice la mișcarea 
planetei P (e) considerată, avem 

-nra i 

(10). ENG > Pa =P= ar (1 — n) = a(l— 2 . 

Vom regăsi aceste rezultate. 


7. Traectoria, Formula lui Binet!) dă 


decì 


(11) Lo A A E) 

şi regăsim variațiile seculare.: Pentru 0 = 6, avem r =p. Dacă se dau 
condițiile inițiale r, şi v deci și C atunci vedem din (8) că po şi mo 
depind de e (deci intensitatea luminei). 

8). Periheliul are o mișcare. Lucru important în Teoria relativi- 
tății, deoarece ea se bazează şi pe mişcarea periheliului lui Mercur. 
Vom arăta că presiunea luminii provoacă o asemenea mișcare. Fie 
întradevăr două planete: una P (a) care se va mişca sub acţiunea 
forței (17) şi alta P (o) adică cu «= o deci fără presiune. Presupunem 
că, cele două planete coincid pentru r= p, atunci P (0o) va descrie 
traiectoria i i 

eo e 
7 > + A sin 9. 

Un observator observă P (æ) crezând că observă P (0) şi aş- 
teaptă trecerea la periheliu. El va fi surprins să constate că, această. 
trecere (când discul soarelui apare maximum) nu se împlineşte pentru 


b= 5 ci pentru 6 care anulează pe Sa de pe traiectorie şi care dă 


cos V 1 — «29 (œ) = = 


Vaza 

Rezultă întradevăr o mişcare a  periheliului lui Mercur, însă 
care nu e suficientă pentru a înlătura teoria relativităţii. 

9). A treia lege a lui Kepler nu se mai aplică pentrucă ecua- 
tiile mişcării nu mai rămân învariante dacă schimbăm unităţile de 
măsură pentru lungimi din ^ în à şi cele de timp din T, în T astfel ca 

T? T? 


1) Cinematica p. 81. 


Benata a E 


e 


a Ape 


Dont aAa T TE 


cum se întâmplă în mișcarea newtoniană. Va rezulta o corecție de 
ordinul a. 


In 1937 protesorul Armellini, directorul observatorului din Roma 
face cinstea. formulei (1) ce am dat-o în 1923, de a o propune să în- 
locuiască legea lui Newton 1). Cu această ocazie reiau lucrările mele 


şi în trei note?) publicate la Academia de ştiinţe din Paris mai adaog 
următoarele rezultate: 


10). Variația energiei întrun cuplu de stele este finită dela infinit 
în trecut până la infinit în viitor, chiar dacă strălucirea stelelor ar 
fi fost şi ar rămâne vecinică. 


Intradevăr reluând formula care ne dă expresia energiei 


mo 2k 
2 E = r? +- — — 
+ pa r 
se vede din (7) că variația energiei între două perihelii este termenul 
unei serii convergente. Acest adevăr se mai poate deduce și din 
ecuația traiectoriei. Pentru t—>— œ urmează să se ia variația ener- 
giei numai dela prima assimptotă. 


11). Diferența până la infinit în viitor între numărul de ani (ro- 
taţii) ale planetei în cele două ipoteze: că lumina s'ar produce instan- 
taneu și apoi că sar propaga cu viteză finită, este finită. 

12). Nu există egalitate între acțiune și reacțiune între un soare 
şi o planetă, în sensul că nu există un punct fără acceleraţie care 
să dividă raza vectoare soare-planetă în raport constant. 


Pentru a salva principiul egalităţii acţiunii cu reacţiunea, va 
trebui să admitem că, fotonii au o massă, dar atunci viteza c a lu- 


minii în vid nu mai este constantă. In studiul nostru variaţia lui c 
e neglijabilă, 


Vârsta, sistemului, solar. 


Folosind faptul că presiunea de lumină tinde să transforme 
traiectoriile eliptice în cercuri păstrând ariile, putem avea o metodă 
pentru a găsi o majorantă a timpului de când ultima planetă Mercur 
sa desprins din nebuloasa soare. Mercur descrie o orbită eliptică cu 
excentricitate pronunțată 0,21 în interiorul orbitei lui Venus care descrie 
un cerc, Ținând seamă de variațiile seculare (10) se poate găsi un 
timp când orbita lui Mercur s'ar fi străpuns cu orbita lui Venus. Or 


Pe Dă Nate 


1) Rendiconti Academia dei Lincei 1987—1938 mat multe note. 


2) ©, Rendus. Acad. Paris 1939 T. 208 p. 2052 şi 1940 T. 210 p. 39 
și 138, 
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aşa ceva nu se poate să se fi întâmplat, căci atunci inelul din care 
s'a născut Mercur sar fi străpuns cu inelul din care sa născut Venus, 
deci Mercur sa născut mai târziu decât acel timp. Ţinând apoi seamă 
de evoluţia soarelui, că a fost mult mai cald, mai mare (până la 
Mercur) şi mai luminos, etc., se poate reduce această me jorenta în 
jurul a cinci miliarde de. secole. 


. 
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Nota C. 
ASUPRA NOTAŢIEI VECTORIALE : 
de VICTOR VÂLCOVICI i 


Profesor de Mecanică la Facultatea de Ştiinţe din București 
și Directorul Institutului de Aerodinamică. 


Notaţia vectorială are avantagii. Se înțelege că ea nu poate 
avea pretenţia de a elimina notația cerută de proiecţiile pe cele trei 
axe. Insă în multe împrejurări notația vectorială poate da un sprijin 
real intuiţiei fenomenului, pe lângă o concentrare în scris adeseori 
binevenită. 

Profitând de amabilitatea d-lui General Burileanu de a mă fi 
invitat să contribui cu o notă la finele Dinamicei, şi încredințat că 
cetilorii cursului vor putea găsi o complinire utilă în cele ce urmează, 
îmi propun a ilustra această afirmaţie printr'un exemplu — așa, cum 
îl fac de multă vreme în lecţiunile mele de Mecanică, 


1.. Voiu însemna cu 7 vectorul de poziţie al unui punct M, pro- 
iecţiile sale pe axele de coordonate fiind x, y, z. In mod analog: 


v=F , vitesa de proiecţiuni 7, MA punctul de asupra literei 
însemnând ENSA în raport cu timpul t; 


ā=řf accelerația de proiecțiuni z, y, Z. l 
p= versorul vectorului F (p= vers 7) adică vectorul unitate 
având direcţia și sensul vectorului 7. 


Forţa centrală F se va putea exprima în felul următor : 
F=Fo 9» 


unde F inseamnă se loa scalară a forței. F va fi pozitiv când forţa 


va fi dirijată în acelaşi sens cu p, şi negativ în caz contrariu. 
Acestea, fiind fixate, ecuaţia lui Newton pentru mișcarea unui 


punct de masă m asupra căruia lucrează forța F se scrie: 
mi = FẸ p. 
Multiplicând vectorial la stânga această ecuație cu 7 obţinem: 
METI =o 


de unde deducem prin integrare (lăsând la o parte factorul constant 
scalar m); 


FXxi=C, 


24468, — 52 
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unde C înseamnă un vector constant. Relaţia precedentă multiplicată, 
scalar cu F ne dă: 


o= Ff 
sau 


(1), GL AĂ+ Co ykCsz=o0, 


unde am însemnat cu Ci, C,, C, , proiecţiunile vectorului constant 
C pe cele trei axe de coordonate. Deducem că mișcarea mobilului se 


efectuează în planul a cărei ecuaţie este (1). Traiectoria, însăşi va fi 
o curbă plană. 


2, Să considerăm cazul special al forţei elastice: 
F=— krf E 


unde k înseamnă o constantă pozitivă de dimensia MT 2. Ecuația, lui 
Newton devine 


sau 
(9) Tipe o, pf [vro 


Ecuația (2) poate fi tratată după modelul ecuaţiilor scalare. 
Fiind o ecuaţie diferenţială (derivate ordinare) de ordinul al doilea, 
omogenă, cu coeficienți constanţi, soluţia ei generală va, fi: 


teii PORNO m 
2 Cei EOT A SVET. 


Cı , C, fiind două constante vectoriale de integrare. Eliminånd unita- 
tea imaginară cu ajutorul formulelor lui Euler, relația precedentă 


devine : Ă 
(3) r= Acosvt+ Bsin vt, 


unde A şi B sunt două constante vectoriale, reale, de integrare. De- 
terminarea, lor se face cu ajutorul condiţiilor iniţiale : 


t=0, P= o, =v. 
Vom avea astfel 
= acy 
(4) Ash , Bay? 


dacă ținem seama gi de ecuația vitesolor dedusă din (3) prin derivare : 


(5) D= — Avsinvt + B cosvt. 


EEE 
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Introducând valorile (4) în (3) şi (5) obținem 
(6) 7 = Fycosvt + Ysinvt, 
y 


(7) d = — vEysinvt + dp cosv l 


Ecuația carteziană a traiectoriei se află fără nici O dificultate dacă, 
se proiectează relaţia (6) pe axele de coordonate şi se elimină între 
proiecţii timpul t. Insă am putea determina caracterele esenţiale ale 
mișcării (deci şi ale traiectoriei) fără a ne folosi de coordonate car- 
teziene, ci numai cetind cu atenţie formulele (6) şi (7). 

In adevăr, să lăsăm la o parte cazul când vectorii 7o şi vo au aceiaşi 
direcţie, caz care ne conduce la o mişcare rectilinie. 

Presupunând deci că 7, şi v nu au aceiaşi direcţie și deci că 
sunt şi diferiţi de zero amândoi, constatăm din formulele (6) şi (7): 

1° că mişcarea este plană, de oarece 7 rămâne permanent în 
planul vectorilor To şi 20; 

2 că traiectoria nu are puncte la infinit, 7 având tot timpul 
o valoare finită ; 

30 că traiectoria, este simetrică faţă de O pentru că 7 ia valori 
de semne contrarii şi egale în valoare absolută în două momente 


ide sa ae 
care diferă între ele prin ~~- > 


4 că traiectoria, este deci o elipsă având centrul în origine, ea 
având toate proprietăţile precedente şi ecuaţia ei carteziană fiind de 
gradul al doilea ca rezultând din eliminarea funcţiunilor trigonometrice 
cos t şi sin vt între expresiile proecţiilor lui 7 pe axe; 

5 că, vitesa nu se anulează niciodată şi deci .că mișcarea pe 
elipsă se face tot timpul în acelaşi sens; 


Ri y Fl. 2r 
6 că mişcarea este periodică, perioada, fiind egală cu 3: 


3. Se înțelege că notația vectorială câștigă mult dacă cedează 
pasul, la momentul potrivit, notaţiei carteziene — mai ales când e vorba 
de clasificat traiectoriile, dat fiind că geometria, analitică a curbelor 
continuă a întrebuința, în general, notația carteziană. Totuşi, sunt 
cazuri când notația vectorială întrebuințată până la capăt, dă formu- 
lelor o putere interpretativă pe care formulele carteziene nu o au. 
Ca exemplu voiu cita cazul punctului greu în vid : 


F=, 


unde am fnsemnat cu g vectorul care determină accelerația gravi- 
tăţii (vector constant dirijat pe verticală în jos). Ecuația procedentà se 
integrează imediat ` 
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(8) v=gyl -+ vo , 
a CE PIE 
(9) T= g P Fot, 


unde am însemnat cu v vitesa iniţială, presupunând că punctul por- 
neşte din origine la momentul t = o. Formulele (8) gi (9) ne spun că 
atât vitesa, v cât şi vectorul de poziţie 7 pot lua valori foarte mari 
(pentru ! foarte mare). Aşa, dar, traiectoria va avea puncte la infinit. 
De altfel din (9) deducem că ea este o curbă algebrică de gradul al 
doilea, așa încât traiectoria va fi o conică cu puncte la infinit. Insă 
formula (8) ne arată că proiecția pe orizontală a vitesei rămâne 
constantă, pe când cea verticală poate lua valori oricât de mari, de 
unde deducem că traiectoria nu poate avea de cât asimptote verti- 
cale. Pe de altă parte, din (9) se vede că proiecția orizontală crește 
de asemeni fără limită, așa că asimptota verticală este îndepărtată 
la infinit : traiectoria, este o parabolă. 

Vom presupune că d face unghiul a cu orizontul. Dacă a este 
cuprins între zero și x, proiecția pe verticală a lui F ne dă chiar 
înălțimea A a mobilului în funcţiune de timp : 


h= vtsina— $t, 


Se vede că h începe prin a crește, atingându-și valoarea maximă // 
pentru valoarea 


__ vo Sina 
g 


t 
a timpului. Vom avea 
i VASLAN 

29 
Aceasta este săgeata traiectoriei. Punctul A, cel mai urcat al parabolei, 
se va proiecta pe orizontală în punctul A! situat la distanţa 


Rh 


2 si 
dı — 202 Sin a cos a 
i g 
S T à 
de O. Vom presupune « cuprins între zero şi g ceea, ce evident nu par- 
ticularizează problema. Atunci expresia lui d! este pozitivă. 


Să considerăm acum două momente pozitive î, şi ta (fa > t). Fie 
fı Şi ñ, valorile respective ale vectorului F. Vom avea: 


2 4 Ss i 
în Po (2 429 + (4 — t) vo. 
2 


Ne propunem a cerceta dacă 
fel în cât vectorul 7, — F 


putem determina momentele î, şi î, aşa 
1 Să fie orizontal. In acest caz produsul sca- 
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lar (7, — 72) g va fi nul, în cât relaţia precedentă ne-ar da : 


4 E2 
z (te — t) g’ + (ta — ti) wo 9 =0 
sau Încă, 


g? ; 
3 (+ t) = v g sin a 


observând că produsul scalar 2, g este egal cu—v, g sin a. Deducem 


HEG do SI Bes, 
PRE TR 


de unde scoatem pentru t, valoarea : 

la = 2 t! o= t . 
Momentele t, și t, sunt simetric așezate faţă de momentul t'. Aşa dar, 
luând două momente t, şi t, simetrice față de t!, obținem vectorul Fa — T, 
orizontal. 


Mijlocul vectorului 7, — 7, se proiectează pe orizontala originei 
O, într'un punct situat la distanța care se obține proiectând vectorul 


= lS t 
3 + 5 t 


pe acea orizontală. Vom avea astfel 
Vo îi cosa +- Vo (fa — 6.) COS œ = vol! Cosa 


sau încă 


Vo Sin a COS a 
g 
adică d!. Așa dar, verticala vårfulūi A este chiar axa parabolei. De 


aici deducem imediat că bătaia OB, adică coarda orizontală trecând 
prin O, are valoarea: 3 


2 qr— v sin 2 o 
9 
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